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PREFACIO • * 

El objel^ivo. principal de este Primer cur so de Algebra 
es ayudar al estudiante a desarrollar una comprensifin y 
aprecio de- parte de la estructura algebraica del sistema ■ 
de los nilmeros reales^ y el empleo de esta estructura como 
base para las t^cnicas del llgebra. Mis especf ficamente, 
nos interesa una exploraci6jft de las propiedades de la ' 
suma y la %ultiplicaci6n de los niSmeros reales- y sus pro-, 
piedades de ordenaci6n. Mas adelante en el cur so tendretnos 
la oca&i^ de considerar polinpmios, los que, como una 
clase, tambiSn manifiestan una estructura algebraica deri- 
vada de la circunstancia de que poseen algunas propiedades 
(pero no todas) de las .del conjunto anterior.- 

Ins tamos al maestro a permanecer alerta sobre estas 
propiedades a medida que aparezcan y reaparezcan a lo largo 
del curso,. y a tener en cuenta que forman la base de toda - 
la estructura algebraica que esperamos descubrir en el sis- 
tema de los nilmeros reales. 

El olJjetivo principal de este Comentario para el 
maestro es ofrecerle al maestro toda la ayuda posible 
mientraj^ dirige al estudiante hacia el objetivo expuesto 
anteriormente. Al igual'que instamos al estudiante a que 
lea su texto ^uidacjosamente , tambi^n sugerimos al maestro 
un uso amplio de este comentario. ^ > 

El texto se ha escrito de manera especial con el fin 
de "dar. igual ayuda al^ maestro que al estudiante . En primer 
terminp, est5 trazado, por decirlo affi, en forma "espiral" , 
de manera que virtualmente todo concepto pre'sentado se 
repite miis adelante en forma mis amplid, con un significadp 
m5s profundo en cada repeticidn. Inci'dentalmente, la forma 

> 

I 

» . I 



1 ' ' * • 

] • ■ • 

espiral sugiere quei^l maestro no necesita esperar de* su 
clase^ el dominy.0 absoluto de todos los detalles de un tema i 
para poder proaeguir, ya que^allarS la oportunidad de 
ayudar a su clase a'^limar las asperezas cuando el tema 
surja de nuevo. Su interns pr.incipal ^debe ser mas bien que 
el estCidiante tenga la conlianza suficiente para proseguir 
su tarea sin inquietud alguna^ lo cual puede sefialarle el 
ritmo que'debe seguir el curso. . * . * 

Segundo, el texto y los ejercicios est^n cotrelacionadcB 
de una manera complementaria,, por lo que a menudo los ejer- 
cicios contintian el de'sarrollo de ideas present^adas en los 
comienzos del texto y tambi^n insindan los conceptos nuevos 
expuestos mis adelante. De lo anterior se desprende que 
'el estudiante tendr^ necesidad ^le lee'r^'ei texto regular- 
mente y con entendimiento considerable. Creemos que es 
razonable espferar esto de los estudiantes para los cuales 
se proyectfi este cvjarso— aqi^e^llos 'bon aptitud para estudios 
universitarios" (n6 necesariamente los que^e proponen 
cursar estudios universitarios) o, es decir, el grupoiaca- 
d^rnico comprendido en/la mitad a la tercera parte superior 
de la poblacifin fescol4r, 

^ Quizes la manera m^s deseable de •estudiar cualquier 
sist^a algebraico per una persona que jtenga la madure'z 
matem^tica suficiente, seria comenzar con un conjunto ,de 
axiomas que describa el sis tema y entoncerf sistemHticamente 
desarrollar el sistema mediante la formulacfdn de defini- 
^ciones, la deinosCraci6n de teoremas,^ra constrycci6n de 
ejemplos,^etc. hasta donde lo permit! la habilidad del indi- 
vi<^|^ Este/es el punto de vtsta puJamente dkductivo. l.a 
difa^Ptad d^ este enfoque cjonsiste en que eljlestudiante 
debe poseer ^los conocimientos ^ la experiencia suficientes 
para construir un modelo provisional del sistema de ajciomas o 



p6r lo menos pueda constrvirlccon algut\§/ayuda. Sin esto, 
trabajar con los axiomas "degenera en excesivo formali'Smo. 
El eptiidiante de la gf ometria euclidea pued^ lojgrar mayor 
€xito con un en fo que pur amen te deductive, debido a que ya ^ ) 
tifene una intuici6n geom^trica bastante desarrollada ob'te- 
nida por su familiarfdad con el espacio tridimensional.. 
Sin, embargo, es bastante evident e que la intuici6ri que posee 
el estudiante de noveno grado'acerca. de los niSmeros reales . 
no es adectiada para sopor tar un tratamiehto axiomStico. 
Por este piotivo,^ intentamos ser tastante informales e 
intuitivos, pero no incorrectqs. * * . 

Conviene establecet, tan explicitamente como sea^ 
posible, exactamente lo que s'e supone en relaci6n con el 
conocimiento sobre el sistema de los nvSmeros reales poseido 
por e'l estudiante cuando se inicia eri el noveno ^rado. Las 
suposici^nes siguientes parecer^ajustarse suficienteraente , 
a la realidad y nos proporcionan un pun to de partida: 

Suposiciones ; El estudiante conoce mas o metios el 
tlpo de objetosKllamados niSmeros reales. Esto incluye los 
reales negatives (a' base de experiencias tales como las 
referentes a ganancias y p^rdidas, grados bajo cero en un 
term6metro, etc.) a la vea que algunos.^rracionales tales 
como ^2 y T . La representacij5n.adeSfada para la clase • 
de los ntameros reales es la recta numSrica en su totalidad. 
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ep la que se supone que hay un ndmero para cada punto y 
reciprocamente,' Observemos que la relaci6n de ordeaaci6n 
est5 implicita en esta representaci6n, a .pesar de, que las 
operaciones de suma y multiplicaci6n estaA ausentes virtual- 



mente • 



firoBablemente^ de su estudio de ^la! arjLtm€ticfi» el * 
estiixigLante ttene aigunas nociones vagas relacionadas con^* 
la^^sttuctura algebraica* Esto^ tiesde luego, se ^ref iere* 
parinci^€ltnente a los iii5meros no negatives* Sin embargo , 
^el/estuq^^te' tiene tambi€n alguna noci6n acercst^d^ sumar 
ntimeros negatived y de multiplicar ntSmegros negatives ^por * 
un numerq positivo (^^iman^o p-^i^^dat, perd£endo cierta^ 
cantrciad ,Qada^ dia durante un niSmero.ldadcT de di^s, etc*) " 
Alg^nb^- estudiantes que han estudiado el texto del 
Grupo de Estudio d^ JLa llatem^tXca Escolar pafa* el grado 7 6 
el 8 6 ambbsy isabrln majs atierca qe los numer^s* reales-. y de 
la estructura algebra^^ca^que lo^descri^:o anberiormente^ 
Tales ^tudiantes ppdran estudiar algun^s pai?tes\de este 
cursb menos tiempo. Sin ^ei^bargo, no encontrajr^n parte 
alguna del material lo suf icientemente reiterativa como . 
para justificar su omisidn, ^ x * * 

Con las suposiciones establecidas anteriormente como 
punto joe. partlda, se pone de inanifie'stc? que es*hecefario 

haper/aos cosas: *r 

^» , 

^Extender *las operaciones de suma y multiplicaci6h 
* * * - 

a la clase de los niSmeros reales en su totalidad. 

(Es necesario Wcer hincapi^ de i:iuevo en nueatro^ 
punto de vista de que tenemos la clase de 
todos los ndmerbs regies y de que ya tenemos 
las operaciones de siima y multiplicacidn" defi- 
nidas para los ndmeros reales no negatives, * 
ya que estos numeros no^son ni mils nl menbs que 
los llam§dos. **ni3mefH3s de la aritm^tica^\ JpEste 
punto de vista evita muchas de las dificiiltades * 

con *que se tropieza generaimente al *ii>resentar^' 
los nUmeros negatives, etc.) ^ 



(2) Estudiar con detalle el sistema de los inSmeros 
reales a fin de destacar su estructura alge- 
. braitia. AquI la gufa siempreves el u,so d« las 
propiedades fundamentales de la suma y la multi- 
" ' plicacion y de la .ordenaci6n. Es necesario ^, 
examinar de nuevo las operaciones de la aritm^tica' 
con el propdsito de preparar el camino para 
"descubrir" que cada propiedad es v^lida' p*ara 
• los n«5mer6s. teajl^s . Despu^s de haber obtenldo ^ 
algunas propiedade^, podemos entonces danostraiij 
algwios teoremas sencillos y asf.^trabajar gra^^l- 

tnet/te hatia el enfoque deductive. . 
Resulta deseable efectuar una parte de (2) antefe que (1) 
yd que un conocimiento de las propiedades que«deben tener 
li suma y la multlplicAcion hace considerablemente mSs 
seicillo el motivaa:. la extensi6n'de estas operaciones a los 
ndmeros negativos. Asf,. pues,' decidimos comenzar con un 
estudio detallado de la estructura algebraica de los 
niameros reales no negativos ,' bais^ndonos en el conocimiento 
que ya tenemos de la aritro^tica, t>e esta manera podemos 
descubrir y enundiar en forma precisa las propiedades 
conmutativa, asociativa, y distributiva u^uales- para la 
suma y la.multiplicacidn, al igual que. las propiedad.es de 
los numeri?s €1 y 1, antes de. consider ar en detalle la" arit- 
m^tica de los nCimeros negativos. ... 
* Hasta ahora hemos hablado de la estructura algebraica. 
No debemos perder. de vista la- circunstancia de qiJa^la 
destreza.t^cnica, que no es un fin en si misma, es impor- 
tante. Un gran numero de ejercicios es esencial para 
lograr las t^cnicas necesarias con el simboUsjno algebraico, 
pero estas tdcnicas deben estar ligadas a las ideas de las 
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que se deduce svi valid^z. De esta. mantra, el estudiante 

no tendrS que desaprender sus conceptos ni sus actitudes 
en el futiiro. v • • ^ * 

Juzgaittos qCie es posible relaxiionar* las t^cnlcas nece- " 
sarlas con los conceptos de nuestro ^istema numSrico en 
toimo al cual estamos constrtjyendo el cur so. Nos ptoponemos 
conservaV una Intima rpl^ci6n entra las t^cnicas y los con- 
ceptos. ^ ^ * ' * ^ 

A contintiacidn apareee un bos<juejo de los detalles * 
sobresallentes del cur so: 

1. Se comienza con una introduccidn informal a 
conjunto^ de ndmeros y mahipuXaciones con ello^ • Los * 
ejemplos muestran,*a la vez^ algunas propiedades intere- 
santes y quizes sorprendentes de conjuntbs de ntSmeros de la 
aritmfitica. Otro aspecto de estt)S niSmeros se obtiene aso- 
ci^ndolos con puntos de una recta, Utilizamos este *arti- 
ficio de "representar" conjunlios de n\ineros para ilustrar 

o justificar^muchos cojiceptos a lo*lar^o del curso, 

2. -. Luego se invita al estudiante a recordar los di- 
ver.sps nombres distintos (numerales) que pue^en darse a un 
niimero, y aprende 61 a redactar enunciados que ^xpresan la 
circunstancia de que dos numerales sirven de nombre para el 
mismo ndmero . Entonces de sus expe^ifencias con niimeros se 
extraeh la propiedad asociativa y la propledad dxstr;^bu- 
tiva, que conecta las operaciones de suma y multiplicaci<5n. 
X^bi^n^ obtiene las propiedades de Iqs niimeros 0 y 1 como 
las identidades respeetivas para estas operaciones* Obser- 
vemos que en esta etapa, estas propiedades se consideran 
para los niSmeros no negativos solamente. A este nivel se 
introducen las variables como numerales para representar ^ 
riiameros no especificados\ 
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% Se aprende lenguaje de los enunclados-«**igual- 
dades^ deslgualdades y enuticiados compuestbS) / se il^ifinen 
los enuncii^dos abiertos. Se presenta la idea del conjunto 
de validez de un enunciado ablterto^ es decdr, el conjunto ^ 
de lo^s va|.ores de la variable para los cua\es el- entinciado 
^es ciiferto, ^y, s% construye la gr^fica del conjunto de 
validez, Ehtonces se enuncian formalmente las propiedades 
fundaoientales 4^ los niSmferos cpmp efnunciados abiertos/ . ;^ 

. 4 . El estudiante aprende a traducir del esp^fiol* al 
Algebra y vice versa, y as! comienza a relacionarse con los 
"problemas ver bales", que incluyen t^to ecuacipnes como 
inecuaciones • 

■5. Ahora se consider a la^mitad negativa\,de la rect^ 
num^rica, Se dan nombres a los puntos a la i2;<^uierda del 
cero/ y definimos los opuestos, el valot absolute, y las 
relaciones de ordenacidn* El conjunto de ndmeros asignados ^ 
a los puntos de la jrecta num^rica en su totalidadf se llama 
el conjunto de los ntSmeros reales . 

6 « La stama para los ndmeros reales se fundamentard . 
en los principios siguientes: Debe ser consistente con la 
suma para los n\3meros positivos, debe continuar satisfaciendo 

a las leyes fundamentales mencionadas anteriormente en 2, y 

'I » 

debe estar en conformidad con nuestra intuici6n de la suma. 
Vemos que a + (^a) « 0, y demostramos nuestro primer 
teorema': 'Si x + y *\0, entonoes y « -x. Nos atrae la 
idea de tener teoremas en^^l primer curso de Algebra, pero 
ciertamente esperamos que el ^nfasis en ellos varfe de 
Vclase en clase* . . 

' 7 * La multiplicaci6n ^e introduce en confotmidad con* 

los mismos principios que se usaron para la suma. Si 
deseamps que la prppiedad distributiva coAtintfe siendo 
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v^lida,^ entonces el pjcoducto de dos iw5taerps negatlyos tiene* 
que se.r posit ivo; este es el fundament q m|[s . s61ido ,:<}ue :*\ 
conocemos para la^definici6n de la multiplicaci6n de los 
niSmeros reales* ^ ^ ^ . - * 

8 . La relacidn a < b se def inl6 anterionnaiite en la 
recta^ numfirlca para los ntSmeros pos^itiyo^*, y se extehdi6 en 
5' a todos los ndm^ros reales. La propiedad de comparaci6n 

y la* transit iva se enunciaron para la /rdenaci6n» AhOra/ 
se' enuncia la- propiedad aditiva 4^ 1^ ord^nacioni ,y se 
deinuestr4n *al'^nas oonsecuejacias esta iSropi-edad' fiamda-^ ^ 
mental: a < K si y s61o si'existe^un ni5mero posittyo 
tal que a ^ c » si a*< b y adem^s 0 entoncj^s 
ac < be;- si a < b y ademiis c < 0, entonqjes* be < ?c.^; 
En esta etapa, se resumen las propiedades fundamen tales 
de l^s operaciones con los .n^eros re^iles% La estrjjctura 
del Clgebra descansa en estfas ^ropiedades, 

9. La resta y la divisi6n np^^son operaciones nuevjas 
con propiedades independientes^, sino que se definen como 
siamar el opuesto, y multiplicar por el recfproco. k^t 
prop«5sito, no hay una seccidn separada acerca de las 
fracciones. Se practican .mucho a lo l^rgo del curso, con 
una .dosis concentrada de ejerciclos en esta etapa cuando ya^ 
la t^cnica calculatoria est4 complefa. 

10. Una definici6n cuidadosa de "factor" requiere que 
se establezca lb que se desea* aceptar como un factor - es 

•decir, ''sobre quS" se est^ factorizando, Primero factori- 
zamos enteros positivos sobre enteros positivos, y demos- 
tramos algunos teoremas acerca de los f actores • Aquf 
encajan naturalmente las leyes sencillas de los exponentes* 

11. V^hora el estudiante estd preparado para una defi- 
niclfin de "ralz" y una demostracidn de que >f2 no es un^ 
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nCimfri;^^^ el trabajo uli?erior cpn radl/cales 

cpi^Hmq^ a las operacioaBS conocidas con elios, Empleamos 
el m^todo .de aproximacBn para Sixtrae:^ ralces cuadradas . J 
12* Podemos f^ctorizar polinomios €n otros polinomios 
con coeficientes enteros o bien con coeficienTres reale'S' 
arbitrariost se debe dejar abierta la posibilidad de 
coeficientes que no sean reales . Un golinomio se pie'nsa 
.como el. resultado, de aplicar repetidamente la suiqa y la 
.my^tiplicaci^n a ndmeros 'reales y a un cierto ndmero d^ ^ 
vay'iabies. La;.fdctori2aci<5n de pplinomios tiene on sgran • 
parecido con la 'factori2aci<5n«iant«rior de^ enteros y conduce, 
a las solucionea de ci^rtas ecuaciones cUadrdticas. 

13 . . La soluci6n de 'ecuadm^es e inecuaciones con una 
-variable se basa en. buscar manjoras d^ transformar tales, 
ecuaciones e inecuaciones, mediante operaciones que dejen 

• » f ^ * * 

invariantes los conjuntos- de^oluciones , en ecuaciones o 
inecuaciones cuyos conjuntj?<^ de soluciones sean obyios* 
*Eiste proceso se iniei6 en 7"*para las efcuaciones y ahora se^ 
extiende a todos los- enunciados Cuando una operacidn no 
da lugar a un enunciado eq\aivalente%* entonces debemos 
permitir que los cpnjuntos de soluciones aumenten^ pueden 
resultar s61uciones "extrafias" . El ^ncepto de valpr 
absolute proporciona algunbs *buenos ajemplos. 

14. Se introducen las doordenadas y las gr^ficas, 
15- Se aplican las grfificas para hallar conjuntos de 
soluciones de ecuaciones e inecuacj^ones con dos variables 
lo mismo gue en* los casos anterioires/ ^ • 

^ 16 • *Se utillza un'"^ si sterna de coordenadas para estudiar 
Ips polinomios cuadr^ticos . ^ Entonces Tas. ecuaciones 
cuadr^ticas se resuelven cuando los polinomios cuadraticos 



correspond ientes se pueden 'factor izar sobre el conjunto de * 
los ndmeros reales. / * • • 

17* Hay muchas maneras de definAr una asocilcidn de un 
conjunto de niimerosycon otro. For ejemploj una gr^fica, . 
una tabla de pares J.una^drmula, una desxyfpLpci6n verbal nos 
ofrecen un^ tal asociacidn. Lo que es ilSpartante es la 
asoclaci^n, no la forma en que se defineV y ^na asociacidn 
tal es lo que queremos decir cuando hdblamos de ima funci6n. 
AsXy pues, el concept© de funci6ri v^nifica* todos los^jcon^ # • 
ceptosr de operacioneS,^^correspo?idencias, ecuaciones y 
expr^siones algebraicas* " . > * ; * 

Hemos tyatado d^ presentar un panorama sucinto de* lat ^ * ^ 
naturaleza de este cursb^ Ahora desearlamos hacer algunos ' 
comentarios acerca dp la manera de usar*el texto y el ' . v 

comentario para el maestro • > 
El prefacio que acqpfpaiia el texto del estudiaxite jcietya! 
como propdsito prevenlr al estudiante de la necesidad, de una 
lectura cuidadosa de ese libro* El maestro debe est imUlar| , 
a sus estudiantes a leeir dicho prefacio , y de. vez ^n^cfl^ando 
durante' el afio^ miericionar la importan<fla de la pomprensitfn^ 
enlettura y los diferentes medios que pueden empledrse para 
lograr una interpretaci6n mas eficaz, / 

^ Los conjuntps de pr9blemas no son todoi^ die. la mlsma-?^^®^* 
extension/ de modo que no -se espera que el maestro pueda f% 
aslgnar e>tactamente un conjunto de ^rofilemas Qada *d£a para 
el trabajo en la casa* *Hay muchas d^ferenciai^ en cuanto a 
la habilidad de las clases^ al tipo de material, al tiemno 
disponible, a los modelos de asignacibnes, etc. AlgunoSj 
maestros prefieren asignar cada 4fa. unos'^pocos ejercicio^ 
escogidos en dos o tres conjuntos suceslyos de problem^as^ 
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Ellos deber^in »usar su propio criterio al elegir los pro- 
blemaS ip»ara*las "asignaciones . Debeji estar seguiros de • 
incluir aquellos problemas que se#in Indispensables para el 
desarrollo* de las. i«deas', y tambi#n cualesquiera otros 
adapta^os a lahabilidad .de los estudiantes. * ^ 

A lo largo del libro enjjnauchds con juntos de problemas 
. se incluyen problemas pcecedidos por un asteri^co*. Estos. 
son m^s estimulan^tes e interesantes que otros en el mismo 
conjunto de ptoblemas' y se incluyen principalmente para los 
©studianbes mils dfestacados y c^iosos. La'^discusifirr de '"^^ 
estos problemas con toda la clase cons^raiirfa , tiempo nece- 
sarlp para completar VL trabajo b^sico del curso. El 
maestro decldira cu/tti^doli^rezca uno de estos probleftks sl,\ . 
el tiempo y la habilidad de sus estudiantes le permiten ^ 
tratar el problema con la clasfe en su totalidad. 

Se 4esea que este Comentarli para el maestro sea algo 
mis que un libro de» respyestas . Hallarin en 41 comentfirios 
en torno a lo que estamos Jtiaciendo, al por qu€ presentar 
un tema de cierta manera> y a lo que viene desou^s relaclo- 

nado con ese terna^ * : \ . . 

Al final de algunos capftulos del Comentario aparecen 
Unas sugerencias para ex&nenes* Se debe entend^t* clara* 
mente que e^tas listas no, son exSmenes, sino merameate 
algunos ejemplos de problemas de los cuales se pueden 
--OTilreccionar preguntas o que podrfan sugerir otras preguntas 
para .ex&aeneS. 

Se hace dificil sugerir el ndmero de dfas que necesi- 
taria una clase pkra tratar un capitulo especifico. La.. . 
habilidad de los estudiantes varia y las condiciones locales 
de cada ^scuela varian grandemente. Se sabe de distintas 

< 




I eiases que han tardadp de 8 a* 32 d£as en estudiar un mismo 
f capftulo, Quiziis el mejor cons'^jo es 6ste: traten de 
completar Ids capftulos del^l al 6, inclusive, en el primeif 
terci^o del ailo escolar. .uso efectivo de este Comentairic^ 
podrfa ayudarles ^ evitar el eiftpleo de m^s tiempo del que 
deben en cu^lquier temsE* , . 

Ofrecemos las estlmaciones siguientes para los 
.maestros que deseen ^aber aproximadamente el taLempo ^jue 
deberSn emplear en cada capftulo* Es de esperarse, natural* 
mente, que surjan variaciones de estas estiijaaciones* . 

Capftulo 1 ^ 6 d£as 

C^pltulo'2 • 8 dias 

Capftulo 3 18 dias \ 

Capftulo 4 ^10 dfas ^ ^ . 

--Capftulo 5 • 10 dias 

^ Capftulo 6 10 dlas 

' i . . 

El maestro puede conseguir un libro escrito especial- 

mente para explicar el pensjmiiento matemStico que sirve de 

fondo a este curso* Esta \5til referencia es el libro de 

r 

Haag, Studies in Mathematics > Volume 111 ^ Structure of 
Elementary Algebra ^ que se puede conseguir del School 
^Mathematics Study Gfoup^ Urawer. 2502 A, Yale Station, / 
New^HaveUj Conn* En los cpmentarios siguientes ^ frecuente^ 
mente se hacen referencias a capftulos y secciones de ese 
libra . ^ 
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. , Cap£«uloJL;^^ 
CONJUNTOS Y LA RECTA NUMERICA 



^ _ 



En este capftulo^utilizamos los niSmeros de la^arit- 
m^tica y. las operacipnes fundamentales con ellos #®mo tina 
base conocida para la presentaci^n de 56nceptos y--proce- 
dimientos* qlie pueden s^r nuevx)s para el aluiono. "^Cohside- ^ 
ramos brevemBnte dos de los inst;r\Mnfntos indispensables 
para nuestro estudio de la estrujctura del sistema de los 
n\Siaeros reales: los conjuntos y la recta num^rica^ 

Uno de los grandes conceptos que unifican y simplx- 
fican toda la matemStiqa^ el concepto de conjuAtOj es 
importante en muchos aspectps a lo largo del aurso: en la 
clasificacidn de los niSmeros con los que trabajamos, en el 
"examen de.las propiedades de- las operaciones con^estos 
niimeros, en la 'soluci6n de ecuaciones e inecuaciones, en la 
factorizacitfn de polinoMos , , en el estudio de l^s futnciones, 
etc. Tambi^n, el curso para d^cimo 'grado y los curs os 
posteriores del SMSG utiltzan las ideas de, la teorfa de los 
conjuntos para formular definiciones, postulados y teoremas- 

Puesto que 'la mayor£a de los alutnnos no ban estudiado 
nada acerca de conjuntos antes de empezar este curso, y 
puesto que las nociones fundamentales acerca de los con- 
juntos generalmente se comprenden prontamente , a vebes con ^ 
entusiasmO) parece un *tema apropiado, desde el'punto de 
vista pedagtfgico, con el» cual iniciar el cursb. Sin 
embargo, concluimos r^pidamente est^con^ideraci<5n inicial 
de los conjuntos,^ dejando para m^s :adelanjf:e^mucba labor 



referente *a las operaciones con miembros de conjuntos y con 
la clausura^ para dedicarnos- inmediatamente a la presenta- 
ci6n del concepto de variable (en ^1 Capltulo 2)* Esto se 
hace principalmente debido a que (1) los maestros y los 
estudiantes por igual esperan la introducci6n temprana del 
concepto de variable en un cur so de Algebra, y (2^ v.na vez 
establecido el concepto de variable ^ puede comenzar en 
serio miestro estuflio de^la estructura del sistema num^ricp* 

Desp\j^€s present amO'S la recta num^rica al estudiante. 
.Aqu£ tenemos otro cjDncepto de gran utilidad a lo largo del 
curso, es el artificio utilizado para representar muchas de 
las ideas acerc^ de los ndberos y las operaciones que stf 
efecttian con ellos/ Esto se hace ^idente inmediatamente ^ 
en cuanto se presenta la constru<?ci6n* de las grSf icas de 
conjuntos^ y luego, en la seccidn final del capftulo, la 
svmia y la multiplicacidn en la recta numSrica* , 

Sin embargo, la. suma y la multiplicac^n en la irecta 
num^rica ntj se estudian de lleno, puesto que en los 
Capftulo** 6 y 7 se tratan a* fondo dichas operaciones ; -mifi 
bierl se desea que esta secci6n establezca los fundamentos, 
en .distintas formas, de la propiedad-conmutativa de la suma 
y l^inultipli^aci6n, P^imero, se aolara al estudiar|te que, 
por ejentplo, 3 + 5 y 5 +!'3 son slmbolos diferentes; que a 
pesar de que ^bos nombrarf el nilmerp 8, €ste se halla de 
distinta maner^ en cada ca^so, por que la suxxS^ es una operaci6n 
ordenada . Asi, ipues, la propiedad conmutativa de la suma 
tiene -^Bignificado. De la misma manera, esta> s'eccidn prepara 
aL estudiante para la propiedad conmutativa de la multipli- 
/caci6n. La s\ama y la multiplica<!i6n en la recta num^rica 



tambi^n ilqstran las .propiedades'conmutativas mediante 
ejemplps, tales com^ aquellos en los que injtervienen los'niS- 
*"meros racionales, para los cuales la circunstancia de que* las 
propled^des son v^lida© no es del todo oTivia. > 

Remitimos al maestro al'libro de Haag, Studies ±£^ 
.Ma thematics . Volume III , Structure of Elementary Algebra. 

Capitulo 2*^ secci6n 1. ♦ 

LoS. alumnos que han estudiado Matem^tic'a para el primer 
clclo secundario del SMSG, habrfin tenido^ alguria ekperiencia 
con los conjuntos y la recta nuta^rica. Podr^n estudiar 
algunas partes de este capftul© en menos tianpo que otros 
estudiantes,.pero el enfoque es«lo suficientemente distinto 
como para sugerir que no se. debe ninguni , de las ideas . 

1-1. Conjuntos y subconiuntos . f 

Pdgina i. Aunque los primeros confjuntos presentados -al 
comienzo del capitulo no son ejemplos de conjuntos de,niSmero's, . 
pas^os rilpidamente a la consideraci^ de tal,es conjuntos. 
A peskr del hecho de que los conjuntos no num^ricos pueden 
sea? de interns, un estudto prolongado de ellbs constituirla 
una diva'gaci6n, para la cual pVobablemente no haya tiempo 
disponible, desde el pun to de vista del propdsito b^sico del 
cur so. • ^ " 

Alabama, Arkansas, Alaska, y Arizona son todos los estados 
;cuyos nombres comienzan con la letra A. 

Lunes, martes/ mi^r coles, jtieves-, viernes son todos los 
"dias de clases" de la seanana. Otra descripci6n ser£a "todos 
los dias laborables", aunque algunoslpodrfan incluir el 
sSliado entre los "dias laborables". 

Estos seis y el domingo constituyen todos los dias de la 

Sremana. 



• Los ndtneros 1*, 2, 3, 4, 5 son los primer os cinco ndm^ros 
naturales, o Men los ntSmeros cardinales mayores que 0 y 
menores que 6. ^ * . ^ 

Los niineros 2, 3^ 5^ 7, 8 constituyen un cOnjunto de 
ndmeros cardinales menores que 9. Sin anbargo, ^sta no es 
una descripci6n ^d^cuada, ya que describe^ otros conjuntos ^ 
igualmente que el especificadb,* En 'fcontras'te con el con- 
^^^^^ft) anterior, -{1,^, 3^ 4, 5), el conjunto {2, 3/ 5, 7, 8) 
no se descl^ibe f^cilmente con palabras, ^sino solamente 
haciendo una lista de los elementos. En el otro extremo 
. > est5 el conjunto vacf 6^ para el cual no se puede hacer una * . 
lista de sus elementos y el que se^ debe^ describir ^ alguna 
otra manera* * ^ _ 

No introducimos toda la notaci6n corriente utilizada en 
la teorla de los conjxintos, tal como la notacidn constructiva 
* ; de cpnjuntps , E ^ 3 , CI > U > H » debido a que conside- 
ramos que no hay uso suficiente d^^ella que justifique su. 
"estudio erf esta etapa* Sin embargo ^ no .hay objecidn a qpe el 
* \* maestro utilice cualquiera de estos slmbolos, si asf lo 

desea. 

P^gina 2^* Aunque defiftimos y distinguimos entre el conjunto 
de los niSmeros cardinales y el conjunto de los n\3rtieros natu- 
rales, no se debe insistir demasiado en el tSltimo conjunto, 
pues se emplea mis el conjunto de los numeros cardinales- v 
vEn el estudio de los ntSmeros reales en el Capftulo 5, el* 
t^rmino enteros se introducir^ para designar los ntineros cardi- 
nales y sus opuestos (los'^negativos) • ^ J ^ ^ 

ELinaestro debe estar preven£do irente a tres errores# 
corriences que cometen los estudiantes al tratar el conjunto 
vacio* El error m^s importante/es la confusi6n de los 

. " • . y 
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slmbolos to} y 0, contra al cual sa l*es previene $Xi el texto* 
Siji embargo, este asunto'podriA necesitar que el maestro haga 
mills hfncapi^ en €1. Un ^rrorm^^nos import ante cons'iste en' 
usar las p^ilabras "un conjuni(3^v^of6'^ q *"un conjun4:o nulo'^ ' 
en vez de^^el Gonjui;ita- va<:ft)". ' Hay.s5|Bente un^gnjtiiito*^ " 
vaclo, ,aunque admite michas descripoiones . Un tercer epror^ . 
consiste enVsar el sfmfeolo ^{0}^' en ves^ de . 0 solam^nte. 

^ Incideotalme^te^ el sfmbolo eiapleado para rep^es^ntar el 

conjuntp vacfo^ es%el mi-smo gue se emplea para representar una ^ 
^vocal en el *alfabeto dan^s* - > 

Pagina 3^* 3t es un subcr>n junto de S.; . * ^ 

Respuestas al CQnl€nto de prollemas 1-la ; 'piginas 3-4: 
\ 1. (a) 3> 5,. 7, 9, lif ^ ^ 

^ . (b) XO, 1, 4, 9,^16, ks, 36, 49) 

(c) {12, 24, 36, 48) / ^ ; ' 

(d) ' {0, 1, 2,^3, 4, 5,-6, 7,-8, 9, 10) . 

* (e) Esta pregunta ^e debe cOtej[ar anualmente en el 

Almanaque Mundial^ * 
>(f) CO, 1, 4, 9) V " * ^ 

(g) {0> I, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81]^ 
^ (h) No se puede^ fiacer una lista de los elementos del 

conjunt:ii5"\)^lo* . \ ^ 

2. (a) Los elemeirfros de cada uno de los conjuntos sop 
los mismos.* 1, 2, 3, 4, 5, 6* 

(b) El conjunto S ='{1, 2, 3, 4, 5, 6) es* el con- 
. junto de los seis primeros niSmeros naturales. 

Son posibles muchas otras descripoiones . ^ 

(c) El mismo conjunto puede tener muchas descrip?^ 
*ciones * * • . 




3. » (1,^2, 3, 43 * \ ' . 
- T » Cl, 4, 9. 16) , ■ . . V . • 

V » {1, A\i s1,.V -es' vm subconjunto de 4J ; sf, 

» V eis un ^ubconjunto T; no^ U na es un . subcon junto ^, 

de T, ya "^lie' 2 no es*ari element^ de T.* ; . ' / ^ ^ 

4. K -1(1, .2, 3, 4, 9. 16)^^ ^ ^ ^ ^ 

K no es un subconjunto de*U; U "es im subconjunto * 

de X; T es un subconjunto de K; U es un subcon junto ♦* 

• de U (por da dffinicidn de sul^ponjunto) . 

■ > • ■ ■ , t • • . , • • • . 

Los problemas precedidos por un asterisco;*' son m^is* ' 

esttmu^antes e int^resaintes qu^ otros en ^ misS? conjunto de 

ejercicios. Tales .problemas se incluyen principaliriente para 

>los estiidiantes m^s destacados 'y curiosos; y la discusi'dn de* 

estos problemas con toda la cl^se podrla consumlr* tiempo 

necesarlo m^s adelante en el aiSo para completar^ e^trabajo 

b<Sslco *del curso El' maestro 'decidirii euando aparezca cada ^ 

uno de estos problemas si el tieippo y la habilidad de sus 

estudia»tes le permlten tratar el problema con la clase- eif su 

totalldad . 

*5. Del con.^jfftb 0 se puede qon§truir un subconjunto, 0. 

Del conjunto A » {0}, se pueden construir* dds 

subconjuntos , .(0) y 0. , > 

Del conjunto B » {0, 1), se pueden. construir cuatro 

subconjuntos: {03,(13,(0, 1), y 0. • ' * 

Del conjunt£»*C = {'0, 1, 2) , se pueden construir ocho 
subconjuntos: (0), (1), (2), { 0, 1), (0,.2), 
(1, 23,;(0, 1, 2} y 0: 



Del 'coniunto D » (0, 1, 2, 33, se pueden construir 
4 ^ * ' 
2 , 6, es decir, 16 subconjuntos. 

El estudiante puedfe enunciar la regla de la manera 

siguiente:"** . ' * » 

JJn conjunto de cuatro eleaentos tendr^ "el doble de 

subconjuntos que un conjunto de tres elementbs,*y asi^ 
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suceslvamente ^ 

^ o bien 

• Un cotijunto-de un el^ento tiene 2 subconjunrtos. 

Un con junto de dos eleaaentos tiene 2x2 /"subcpn juntos 

Un conjunto de tires elementos tiene 2x2x2 subconjuntoa 

Un cod junto de cuatro elementos tiene 2x2x2x2 sub- 
con jLuntos* 1 * . 

• etc\ . 

" ' " ^ « ^ ' 

P|gina_5, Hay 50 ntSmeros jLmpares entre 0 y 100 Se pueden 
contar^ pero no es necesario hacerlow^Una manera de deter- 

minar^cu^ntbs hay sin contarlos se^a obs§rvar gxxe hay 100 
ni^eros cardinales desde' 1 hasta 100, la mitad de los cuales 
son Impares, y la otra mitad pares • # 

Otra manefk serf a darse cuenta de que t^ay 5 ntSmeros 
impares en eada decena, y hay 10 decenas desde l^hasta 100; 
jppr consiguiente, hay 50 ndmeros impares. El alumno pugde 
construir una tabla de Sstos. 

El cQnjunto de todos los mdltiplos de 5 es infinit;o y 
el pi^oceso de con tar sus elementos no puede terminar,*^ 

Elt Aapleo del t^rmino "una inf inidad^' por parte del 
estudiaitte y el maestro '^ebe ayudar al estudiante a evitar el 
nombiSBi ••infinito", y con ello la tentaci6n de llamar a ^ , 
"infinito" un numeral para un ndmero grande. ^ . ^ 

Respuestas al Con junto de problemas 1-lb ; p^ginas 5r6 : 



1. (a) 


18 


(b) 


25 


(c). 


Una Inf Inldad 


(d) 


34 


(e) 


100. 


^2. (a) 


Infinite 


(b) 


InfinjLto 


(c) 


Finite » ' 



(d) Finito * 

(e) Itxfinito . , . ^ 

3. (a) K « (0); K eS un subconjwtp de 3; K es lin i^b- 

<:on junto de"T?7^, T, y, K son finises. 

* . * ■ » ■ . 

(bO -M » (0, 2, 4, 5, 6', 7, 8, 9, 10); M no es un 
.subconjunto de Sj T es un subconjunto de M; 

M es finito • • 

(c) R - (5, 7, 9); R^es un *subcon junto de ambos 

; , s y ' • ^ ^ /; 

(d) No se puede hacer una lista de los elementos 

de A; ea el conjunto yacXo, . ^ * 

(e) Los con juntas A y no son el ml,3mo. El 
conjunto ^A no tiene 'element o laXgunq, mientras 
que K tiene un elemento^ 0, 

(f^ si* Un subconjunto de un conjunto no puede 

tener elemento alguno que no est€ en el conjunto, 
de manera que el Vi&aero de elementos eni un 
subconjunto no es, mayor que el ntSmero de ele- 
*mentos en el conjunto, Por lo tanto, cualquier 
subconjunto de un conjunto finito es finito* 

4. Un ndmero cardinal par es ijno que es un mdltiplo de 
2, es decir, el .producto^de un niSmero cardinal \ 
multiplicado por 2. Siendo 0 el product o del nmiiero 
cardinal 0 ]^or 2, es, por definicidn, un ndmero par* 



1-2* La recta hum^rica 

P^gina 7^* La recta num^rica se emplea como un artif icid 
ilustpativd y sugestivo^, y nuestra consideracidn de ellsj^es 
bastante intuitiva. De igual modo que en la secci6n anterior, 
surgen ra5s preguntas que las que se pueden contestar inmedia- 
tamente, ' f 
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/ En la recta num^rica est^n presentes implicitamente 
, puntos porrespondientes a los niSmeros negatives ^ ^ segtln lo 
sugiere la consideracitfn de la escala de im term^netro y la 
presencla etl las ilustraqlones, del lado izquierdo de la 
recta numSrica\ Sin embargo, puesto que el plan del cnvBO es 
dirigimos directamente a la eonsideracidn de las propiedades 
de las^^peraeiones con los numeros no 'negatives j cualquier 
cosa que no sea un simple reconocimiento casual de la exis- 
t^ncia de los n\3meros negatives en esta etapa constituirJla una 
distracci6n *para el estudiante* 

Pdgina . 7 . El concepto de sucesor e^ itnportante^ Supongamos 
qu^ se empieza con el niimero natural uno. El sucesor es 
'^uno m^s", o^seA, 1 + 1^ que es 2* Ast, pues, el stieesor 
de 5 es 5 + 1, d sea, 6; el de 105 es 105 + 1^ es decir, 106; 
y el de 100,000,005 10Q,000,006, Esto implica^que cuando 
se piense en un numeroucardinal, nOr importa cuan grande sea, 
tendrfi si6nipre?un sucesor. El estudiante debe darse <fuenta 
de que no hay un iSltimo ni5mero . ^ Una referenda interesante 
para, el estudiante es el libro Number ^ the v Language * of 
Science, de Tobias Dantzig, pilgs. 61-64 • . , 

Pggina 9 . Aquf se hace hincapi^ en que la coordenada es el 
ndmero qbe se asocia con. un punto Ifle la irecta* "Coordenada", 
"asociado" y "correspondiente a" deben venir a formar parte 
del vocabulario del alumno* Este no\d^e confundir la^ * 



coordenada con el punto ^ ni la coordenada con el nombre del 
niimero ♦ " . 

Aquf surge por^primera vez la distinci6n entre riiSmttero 
y el nombre de un n^baro « No debe hacerse de* esto un tema 
de discusi6n en esta etapa, ya que lb trataremos explicita- 
men^e al comienzo del Capitulo 2. * ^ 



4 
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Obs^rvese que el enunciado general en la p.^gina 9 relaj- 
ciona4o con los n^erqs raclonales no es una definicidn, 
pues hasta este momento no hemes incluido los niSfiferos racio* 
nales negatives* No debe. insistirse en este asunto con el 
estudiante% Estfe tendri una def Inicidn ,de los niSmeros racio- 
nales despu^s que hayamos pre^entado los roSmeros ^negatives 
en el Capftulo 5. Por ahora queremos que tenga la idea de ^ 
que estos n^meros §e incluyen entre los racionales;,. 

Tambi^n se puede decir que un ndmero representado por 
una fracci6n que indica el cociente de ufi ni&iero cardinal por 
un n\!mero natural es un niJmero racional^ Este ^enunciado ' 
puede ser de interns/ puesto-^que se expresa mediante estos 
conjuntos definidos recientemente, pero el Enunciado en el 
texto tiene la ventaja de que la exclusidn de la divisi6n por 
cero est5 expllqita. 

JL2^ Ih.^ ^.^^ son nombres posibles para estos ntSmeros* 
3 2 10* 7 

Se puede representar un niSmero racional por una fracc!t6n^^ 
pero algunos ntSmeros racionales tambi€n se pueden representar 
por otros numerales • La ilustracidn de la recta nura^rica er^ 
la p^gina 9 da el nombre ^^2" lo mismo que las fracciones 

H^t" para el ntamero 2. El mismo diagrama muestra^ * 

2 ' 3 ' "4 

con xilaridad que no todos los ntioeros racionales son ndmeros 
"^ardinales* Puede que el estudi^ite haya ^'istp fracciones que 
rip representen numeros racionales, tales como^ ioE, etc, 

Se le tendr5 que recordar que las llamadas fracciones *deci- 
males" no son fracciones en el sentido de esta definicidn. ^ 

Es necesario distinguir cuidadosaraent^ los t^rminos ^ 
"niSmero racional" y •^fraccidn". M^s adelante ep el curso, 
(en el Capftulo 9) se veriS que el significado del t^rmlno 
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"^racci6n" iiiclviye cualquier expr^itfn , -^^rifeluso" una '«xpresi6n 
con variables qyie est^ en la- forma de un oociente.iQcl:j.cado. 

Pjlginas 10- 1 U ' Aqu£ introduce f.l co^jp^to. de "detfsiddd" 
de los n^oaeros. Por "densidacl" de los ntlmefos querem<3s 
dacir que. entre dos m&aeros cq,alesquiera si^a^re ,liay otro, .y, 
poy lo tanto, que entre dos nCiniepos cualesciuiera hay una* ' , 
infinidad H^Si n\Sm^rc^.^ EstoV^sugiere que, en la recta -jnum4rica 
entre dos puntos cualesqulera siempre hay otro punto, y> en 
realidad) una infinidad de pu^tios* At^al noB ' rii^tlmos a los 
"puntos**' tn^s bien en el sentido matemlitico^que en* el ffsico^ 
a -saber, puntos ^e>no fcietren dimensidn, Piiede^ que por no 
estar pensando en los pumtds de"es"tk*:manera, el estudiante 
no cQijtcluya intuitlvamente que entre dos puntrois cualesqulera 
de la recta numSrica se pueden localiEarp^ros puntos* Por 
c6nsiguiente, primero se le muestra el conce^pto de "inter- 
p6sici6n" para los niSmeros, y entonces% considerando estos 
n^eros ,como eoordenadaS, podr^i infer ir la "interposicidn*' 
de puntos de la recta nvim^rica^ ' ' , 

La introdu^cidn de qtros n^erps positivos ademSs de los 
n^eros rkcionales se hace gradualmente^ ejerciclo en el 
Capltulo 3 sugiere que ^/2 podrfa ser irracional; en el* 
Capltulo*5 se afirma definitivamente que algunos radicales 
y tamb16n tt son niSoaeros Irracionales , y en el Capftulo 11 
se ofrece la discusi6n. detallada de\]La irracionalidad de 
varios radlcales y sus sumas^ luego de un entrenamiento apro^ 
piado en los m^todos de^£actorizaci6n . 

En esta etapa c^el curso, es de esperar que el estudiante 
acepte^el hecho de que *a eada punto de la recta num^rica a la 
derecha del O'^se le puede asignar un ntinero^ Puede no 
acepta^ el hechoMe que no todo punto de la recta num^rica 
tiene como coordenada un niSmero racional, pero hasta el 

Capftulo 11 no es necesarao destacar este date* Tambi^n el 
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estudiante pu^de estaif impaci^nte por asignar ndmeros a los 
puntos a la Izquiepda del 0, Por «1 memento^ hasta el 
Capltulo 5> ^concetitraremos en los niimeros reales no negatlvos* 
Este conjuntd^de n&nerosj incluyendo el .0 y todos los^niSmeros' 
que sean lajs coordenadas de puntoS*^ la derecha del 0^ 1q : 
llamamos el* conjunto de los niAneros de la aritm^tica . 

Despuds que establezcamos las propiedades de las operaciones 
con estos tiiSmeros (en el Capltulo 3), consideraremos ^1 con- 
jun*tQ de todos los numeros rallies , que incluye ios ndmeros 
negativos (en el Capltulo 5)* Entonces en los Capftulos ! 
,6, 7 y 8>. explicaremos detailadamenjte las p4fopiedadeS de las 
,operaciones con todos los niSmeros realesV 

Respuestas al Con junto de pfoblemas l-2a ; p^ginas 11-12: 
ir Entre 2 y 3 hay una infinidad de ndmerdgj entre y 



hay una infinidad de niSmeros • 

2- w i : i' I . i f . 1. . t . 

X 1 1 1 s 2 sVs IS 11 !2 a H !5 16 17 a a 

O 1 2 3 . 4 , . 5 

• . ' 0.5 0.7 ir" 13 IB ^ 2J • . 3;? 



Tres de ^stos son ndnmros cardinales: 0^ 2^ 4* 2 y 4 sbn 
^ ndtn^os naturales.. , ^ 

(d) Ninguno de los nombres para los n\5meros en (c) es'una 
ffacci6n. Todos los nombYes para los numeros en 
(a) y en (c) representan ntSmeros racionales, -t 
Si. el estudiante no sabe con certeza qu6 aspecto tendril 
la gr^^fioa, puede mirar las ilustraciones de la p^gina 13 del 

texto* Sin embargo, esperamos que no necesite esta ayuda> , 
sino que mis bion el ejercicio le oriente hacia la construccidi 
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de las gr^ficas de los conjiintos' que sigiien, ^ ^ 

^ 20 ^ . 

3. es otro nombre para el. ntimerp' natural Otros 

nombres que*se sugieren para la coordenada>de este punto 

8 100 12 > 4 , / / 
.son 2^" 25^ 3,1* 

4- -^Los numerales sugeridos incluyen 4> Tl^ 7K^^ T^* 

, " 0.75, ' , * . . 

5 * 1.5, . .. 3.5 



. ^ ' ^ 



El punto cuya cobrdenada es 3.5 e^t^ a la^ tjerefclia del 
punto cuya coordenada es 2. El n\iaero 3,5 ^ mayor que ^el 
niSmero 2, El i)unto cuya coordenada es 1.5 est5. situado a la 
izquierda del punto cuya coordenada es 2* El niSmero 2 es 
mayor que el niSmero 1.5, (Obsfirvese que este problema est^ 
dirlgido a tratar^ con la relacl6n de ordenacidn de los riii- 
meros y^J^ puntos asociados,) , 

6. . ■ » ' 

r — : — r — — m , x 

ZAi^ W3.2 

22* 

El ntSmerp -y- est^ entre los ntameros cardinales 3 y 4. 

, 22 ^g. may<&r que 3*1. ^ estd a la Izquierda de 3.2. 4^ 
7 ^ 7 ^ 7 

est5 efll^re 3*1 y 3*2. Pfdase al estudiante que divida ^2 
por 7; obtendr^ el resultado 3 . 14285714. ; de aquf puede 
decidir que ^ estfi entre 3*1 y 3.2; entre 3*14 y 3,15; 

entre 3>.142 y 3*143* * ^ . . 

'*7. El conjunto S es uno*de estos, tres cohjuntos: 

(1) El conjunto de los ndmeros cardinales mayores que 1. 
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. (2) El conjunto d4 todos los ndmeros naturales* . 
(3) EX conjunto de fodos . los ndmeros cardinales. 
RespuestaSv al Conlunto de problemas l-2b ; p^ginas 13-14: 
1. (a)'~K « {0, A}; M =(0, 2,. 3» 4, 6, 7, 8, 10} 

■ ^-t^ k ^ I i k \ '\ b .'o 

T-4 1 f — -1—4 1 — • i — t • — 

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10- II 

* - « " * 

• *• K ^ -H r-» k ^ i — H ^ •— r-» 

• O y 2 3 4 5 6 7^ 8 9 ■ 10 (1 

•• ' \ , . " . . • ' ■ 

■ M 4 I ^ r-4 ♦ -I — — ♦ 4 ♦ 1 4 < : 

,0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . U 

; ■ ■ , ■ 

(c) Cualquiet punto de las grUficas de ambos con juntos 
S y t estfi en la gr|[flca de K* Cualquier punto de 
la gr^fica de 9 de o de^ ambos ^ e§ un punto ^ . 
de la grifica de M* ^ , - ^ 

gste ejercicio sugiere que algunas veees convendir^ comparar 
las grUficas de dos conjuntos para obtener con junt os ' impor- 
tant^ que se conoceriln luego cjmio' la JLntersecci6n y la 
reupidn de los conjuntos. > 

2 A ^ — I 1 1 ^ ♦ 1 — ' ♦ ' ' 

A 0 I j2 3 4 5 6 7 e 9 to H 

B i * 1 ♦ 1 1 1 ^-♦^'^ i ^ J ^ 

0 12 3 4 5 *6^7 8 9 10 II 



Puesto que ningun punto de ambas griifica^ tiene la misma 
coordenad^, el conjunto C es el conjunto vacfo, 0. 
*3. ' 
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El estudiante que resuelva este problema puede obtener 
de ^l' un medio de c^eracterizar un conjunto infinite ya que 
s61o un conjunto infinito*tiene la propiedad de que sus eler 
mentos ae pueden aparear^de manera bitiftfvoca con los ele- 
* mentos de algiSn subconjunto propio de si mismo* ^ 



^'•^ • Svgga X tnultiplicacidn en la recta num^rlca 
yPSWn a 14 ^ Xa ^xma de dos ntStoerds racionales es siempre un 
ndmei^o racional* La propiedad ie clausura para la suma de 
nilixieros racionales se considera m^s amplisoaente en el * 
Capltulo 3 J* por ahora confiaiaos\en la intuicifin del estu- 
diante,. con la ayuda de algunas sumaS j,de ensayo cchi ntimerps 
racionales, para encaminarlo correctamente. 
Respuestas al Conjunto de problemas i~3 ; p^Sginas 16-18: 



1. (a) 



0 



2 



-4- 
3 



4 



-+- 
5 



-4- 
6 



-1- 
7 



8 



4+6 



-I— 



■t 



0 



-1 1 

g 3 4 

0+0.6 . 



5 



6 



9 
3X4* 

-I h 



10 



II 



9 10 11 12 13 



(c) 



n M » » ' » ' 



1-1- 



Q8 



Este problema s«e puede Interpretar cbmo si nos movi€ramos 
en la recta niim^rica desde 0 hasta 0-y luego nos tnovi^- 



ramos^ 0.8 unidades hacia la derecha. 



(d) 



5X2 



10 



II 



(e) 



if) 



I 1-4 



0« 1 2 3 4 
« 4X1 

j~ I -»j — I — I >}— 1^ 1-^ 
i 1 1 r»— • 1 



2 



4 



I 



er|c 
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Otro toodo aceptablfe para ^iniciar el procedimiento de * 
sumar en recta numfirica ser£a localizar directamente el-# 
punto QuyGi coordenada sea el primer niSmero^ en vez de movense.. 
desde 0 hasta ese^ niSmero* en 1^ recta numiSrica, 
2. Un procedimiento ^ara ^estar dps niSmeros eh la recta 
numSrica es el siguiente: movernos en la recta num^rilca desde 
0 hasta el primer n^mero^ y entonces. movernos desde ^este punto 
hacia la i5:quierda el ^iSmero de^unidades indicadas por el 
segundo ntimero^ localizando asi el punto cuya coordenada es* 
el resultado* * 



6^2 



I*- 



H H 

5 6 

3 _ 



7. 
7-3 



8 



LB 



(c) 



5 



-18- 



•0 



I 



Aplicando este proceditniento a otros probiemas puedc dar 
lugar a que algunos estudiantes piensen en los niimeros nega- 
tives . La Gonsideraci6n de esta pregunta se debe limitar a 4 
lo que sea indispensable para aplacar al estudiante, ya que 
la res'tk se trata ampliamente en el Capftulo 9 para todos los 
numeros reales • No es nuesfera intencl6n olvi<^r que el estu- 
diante sabe restar ndmerds positivos hasta entonces,. mas uti- 
lizaremos de modo casual la ^sustracci6n en xntichos^ ejercicios 
de los primeros capftulos sin oonsiderar, sin embargOj sus 
propiedades operacionales, ^ . * 



El segmento desde 0 hasta 4 est5 dividido en dos partes 
iguales, y en el extremo de la derecha del primer seg- 
-mento est5' el puntp requerldo» 

t— 1 — 1 — 1 * ^ 

(b) -I — I— 



H 1 1— »- 



3 , 



El segmento desde 0 hasta ^ est5 dividido en cuatro 
* partes iguales i y en el extremo de la derechd d^ tjarcer 
segmento est5 el punto requerido . 

El estudiante puede usar la fraccifin en lug3.r de 
y as! ^ncontrar nombres mas sencillos para la cocjcdenada del' 

punto en el extremo de la derecha del tqrcer segmento, tal. 

6 '1 I . . • 

como " "2* 

4.' (a) La suma de dos nCimeros impares cualesquiera es un 

'niSmero par. • ^ 

5 +13 = 15^ . ' 

,(b) El prodacto de dos niameros impajpes cualesquiera 

es un ntimero impar.- 

5 X 13 = 65 

Este problema se 'incluye en los ejercicios para ayudar 
^ -mantener informalmente ante el estudiante el cone ep to de 
clausura. La definicidn formal de clausura se encuentra. en 
el problema *7 de estos ejercicios y de nuevo en el 
Capitulo 3 del'texto.^ * . ' ' . . 
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5. S « 42, 3, 4, 5, 6^ 7, 8) . * ' • . 

S no es un subconjunto de 

Si el estudiante tiene dificultad en determinar la suma 
de todos los pares de element os del conjuiito en un problema 
de este tipo^ el uso de una tabla de adicidn podrfa ayudfirsele 
a slst^atfzar su trabajo: . 



+ 


1 


2 


3 


.4' 


1 


2 


a 


4 


5 


2 


3 




-5 


6 


3 


4 


5 


'6 


7* 




5 


6 


T 


8 



En una tabla^ tal> un niSmero de la coluinna vertical a la 
izquierda es el primer ntimero de cada par, mientras queAin 
ndmero de la fila horit^o^tal superior eSt el .segundo ntlmero 
del par^ * ' . - 

> El estudiante notarfi que en la li^eta de los elementos del 
conjunto no se- repite elemento alguno*, 

6^ P « {0, 1} ^ 
P es un subconjunto de 

Al igual que en' el problema 5 anterior,* una tabla podrfa 
ser de ayud^: 



0 0 - 

10 1 

*7. (a) Q no es cerrado respec;,to de, la suma. 
(b) SI. 

SI. 

sf. 

(d) SI. ' • 

Si. 
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(a) El con junto de todos lojs niSmeros pares es cerrado 
res^pecto de,la operaci<5n '*dois vectes el producto"*. 
Otros conjuntos infinites de .niSmerps pares tambi&i \. 

. son cerrados respecto de est<^ operaci6n, por 
ejemplo, ' * ^ . ' 

Co, 2, 4, 8, 16, . . .3 
{0, 4, 8, 16, . . .} ^ 
• l8, 16., 32, J . .} 

al igual que los con juntos- { 0) y 0. 

(b) El conjunto de todos los niMeros impares es cefrado 
respecto de la bperaci6n "dos ve'Jtes el producto 
.mfis uno" al igu^l que dtros conjuntos infinites * 
de niineros impares, por ejemplo, 

. . • . *[3, '5,, 7, 9, . , } 

.{9, 11, 13, . 0. " 
Los siguieates parecen ser los conceptos importantes ^ 
del capitulo. Se puede bacer una lista de ellos en 
\cualquier or den; aqul- aparecen en el orden qpi que se 
preseotan por primera vez en el texto* ^ ^ 

Se€ci6n 1-1. * . 

1, Un coniunto es xma coleccidn de elementos o 
miembros con alguna caractBrlstica comdn* V 

2. El conjunto que no contiene eletnento al^no se 
llama el conjunt^o vaclo ^ o bien el coniunto nulo > y se 
denota por el slmbolo 0 * 

' 3* todo elemento del conjunto A pertenece al 
conjunto B, entonces^ A es un subcbn junto '<^e B . •* 

4* Si los elementos de un conjunto se pueden qontar, 
el^conjunto es finito. De lo con trar io, " es.un conjunto 
infinito .^ La \Snica 6xcepci6n a esta regla.es el conjunto 
que np se puede cont^ara pero no obstante finito • 



Secci<5n 1-2 • ^ 

5* Todo niSmero cardinal y todo ntSmero natural tiene 
\m jucesor , de modo que , el conjunto de todos los ndptie'ros 
cardliiales y el de todos lo^s ntSmeros naturales son con- 
juntos infinites., ^ * ' 

6\ Una fracci^n es un slmbolo que, indica el 
cQciente de dos ni&ieros . 

7 • Un niSmero que ^ puede representar por una 
£racG!w6n que indica el cociente de dos ntStneros cardinales 
excluyendo ^la division por dero, es un n^ero racional . 

8,, Ha^ muchos nombrejs posibles para, el mismo 
ntSmero. 

• 9 . Cada niSmero racional se^P^^ide asooiar con un 
ljunto de la recta nmn^rica. 

10. El conjuiito de todos Ips niSmeros cardinales es* 

un suljQpnjunto del conjunto de J^odos los ridmero^ racio- 

\ ^ ^ " ^ . t 

nales« * * % ^ ^ ' 

11 • ha coordenada de un punto es el ndmero asociado 
coxi el ♦punto en la^recta^num^rica. * * 

12 • Jodo ntSmero se puede asociar con nt, punto de la, 
recta num^rica, y«^todo punto de la recta nutn^rica* 
corre^iVnqe.a un numero-si-aunque no necesariamente- un 
ndmercr racional* " . » 

V 13* rfayisiana infinidad de p\intos en la recta num€r£ca 
hay^^^a infinidad de puntos entre cada par de punto s de 
la recta num€rica. . 

14 • La gr^fica de un conjunto es el conjunto de 
puntos cuyas coordenadas ,son eletnentos del conjunto. * 

15. Al representar la suma eh. la recta num^rica. se 
pone ^e manifiesto que sumar el segundd de dos ntStneros 
al priraero es un proceso distinto al de sutnar el' primer o 
al segundo, .a pesar de que ambos procesos teminan en, el 
misno punto de la recta. " « * 



16 • Al representar la Tnultiplicaci6n la recta 
num^rica^ se pone de mania^iesto que multlplicar ei 
segundo de dos nt&ieros por el primero $s un proceso 
dis tinto al de multiplicaE_gl.jofimeKa.l)tQ^ 



a ^esar de cjue ambos procesos terminan en el laismo punto 
de la recta* 



* • Capltulc^ 1 

V . Sugerencias para ex^menes 

* (No se pretende que las siguientes "sugerencias para 
ex^menes" constituyan un examen equllibrado o completo, pero 
son, como lo impllca el tltulo^ preguntas que parecen apro- ^ 
piadas para incluirlas en un examen acerca de este capltulo*) 

1. iSon los conjuntos siguientes finitos p infinitos? Si 
es po Sibley haz.una lista de los miembros de cada uno^ 

(a) * El n\Smero de personas que hay hoy en este sal6n de . 

clases* . 

(b) Jfodos los miSltiplos de 3- 

(c) Todos los numeros naturales menores que 7. 

(d) Todos los n\3meros cardinales que tio son indltiplos 
de 5- 

(e) Todos los mSmeros entre 0 y * ^ 

2* * (a) Se da el conjunto S = { 0, 1, 2, 4) • 

Determina el conjuntO'-T-de los productos de cada 
elemento del conjunto S y 1. ^Es T un sub^onjunto 
^ de S~ ♦ ' ^ * V . V, , , , . , , , , ^ 

(b) Se da el conjunto A = CO, 2, 4> 6, 8)... Determima el 
™ conjunto B de los productos de cada elemento del 

conjuntlo^A >sP^ i^s B un subcon junto de A? 



Haz una lista de todos los subconjuntos del con junto 

2 - {l, 3^ *4, 5)* ipu^ntos de ellos tienen 3 elementos? 

Se da el 'con junto N » {1, 2> 3, 4, 8, 9, 12, 16]. 

(a) ' Deternfina el subconjunto BNconstituidO por todos 

los mlembros de I) que son cuadrados de n^meros 
^cardinales. * ^ 

(b) Determina el conjunto K de todos los ndmeros Impares 

del conjunto N. / 

* 

(c) Determina el conjunto A de los cuadrados de los 
xaiembros de N • 

(d) Determina el conjunto B cuyos miembros son cada uno 
3 m^s que dos veces el ndmero correspondiento^ 4§t 

(e) Determina el conjunto C de todos lo»s ntSmeros que 
. son elementos de ambos N y_B. . ^ j 

(f) .Determina el conjimto D de todos los ndmeros ,que 

son elCTientos de de o de ambos* ^ ' 
Considera cada uno de los conjuntos ^siguientes^. y haz una 
l£sta de los element 09 para aquellos que sean finitos: 
(4) Todos los niSmeros naturales menores que 1. 

(b) Todos los ntSmeros cardinales menores que 1* 

(c) Todos los niSmeros menores que 1, 

(d) Toclos los niSmeros naturales tales que 10 veces el 
igCbero es mayor que el nCimero mismo, 

(e) Todos los n\Smeros cardinales tal^s que 10 veces el 
ntimeroils igual al ntSmero mult ip lie ado por si 
mismoT V 

En la recta num^rica, sittia los puntos cuyas cpordenadas 

soh: > * 
/ N 1^ 2 4 5 ^ 7 9 ^ ^ 
3^ 3^ 3^ 3^ ^ 3' 3* : 

(b) 0, 0-6, 1.2, 1.5, 1.8, 2,^3.5, 4. • 



* ^Guiles de €stos son ndmeros naturales?, ^Cu^les , 
*nt3meros cardinales? jfCu^les ndmeros racionales? 
En la recta num5rica> ^cdmo esti situado eltpunto 



"cuya coordenada es 5.4: con respecto al punto cuya 

Ckoord^ada es 4?; con respecto al punto cuya 
coordenada es 6.2? 

7. ' " (a) pst?^~^'irTa~iz^5i"ei^^^ 

. (b) Presenta la gr^fica del conjunto K =» (O, 3, 7). 
(c) Esqrib^ g^tros 3 nombres que podrlan usarsp para la 
coordenada 3 • 

8. Si A es el conjunto de todo^ los n^meros cardinales 
menores que 20 que no son mdltiplos de* 2, de 3, <5 de 5^ 

^ (a) *haz una lista de lbs elMi^ntos del conjunto A. 



9. Escribe dos niSmeros entre i y ^. iCdmo sabes que est^n 



^(b) dlbuja la grmc^ del conjtintb A* 

1 2 
^tSmeros entre — y 



12^ 
entre* 373- 



I 



10. Efectiia- las operaciones siguientes en la recta num€rica: 
(a) 4 + 2 (c) 1x5 (e) 3 x 0.5 

, . (b) 4 x^2 . ' (d) l| + I . ^ ^ * 

*11 . Sea S el "conjunto de todos los ndmeroa, cardinales . . 

(a) aEs S finite .o infinite? 

(b) iEs S * cerrado respecto de la smaa? Explica. por qu^;. 

(c) iEs S cerrado respecto de la ,multiplicaei<5n? 

. Explica por qu6 . . • 

(d) iEs S cerrado respecto de la operaci6n de hal^ar 
la media aritmfitica? .Muestra pot qu^. 

Si T es el con junto de todos los ntSmeros impares, con- 
testa las preguntas* (a) * a (d) . * 
Si R es el con^unto de todos los niSmeros impares menores 
. . que 8, cont^sta las preguntas ta) a (d). 
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^ ' Capltulo 2 . ^ 

NOMERALES V VARIABLES 



Como obra de consulta para los temas incluldos ea este 
cap£t;uX,o» remit imps al maestro al libro de Haag, Studies in 
' Mathematics > Volxame Structure of Elementary Algebra > 

*1Capitulo 3, seccionea* 1 7 2^ y Capftulo 6, seccitfn 1, 

Los aluranos que han estudi^do el, material del S.M,S,G. 
para el s^ptimo gradjD habriin aprendido las propiedades de la 
suma y de la multiplicacidn de ndmeros cardinales y de litS- 
meros raclonales. Si han est\>diado el material del S,M,S,G* 
para el octavo grado, habrSn visto las piJopiedade^ de los 
' niSmeros reales* 

Probablemente dictios estudiantes considerar^n las . 
secciones 2-2 y 2-3 copio un repaso f£cx^* A la vez el 
maestro debe evitar en los alumnos la* fexcesiva confianza que 
les ftnp^^da captar el significado m^s profyndo de estos* con- 
ceg^s* Asimismo, debe mantenerlo^s alertas ante cualquier 

concepto que no hayati aprendido eft sus estudios ant er lores. 

A pesar de que estos estudiantes del S.M.S.G, han estado 
usando variables en los grados s^ptimo y ©ctavo, lo han hecho 
s61o de un modo casual. El tratamiento detalladb de variable 
en la secci6iy«^ debe' estudiarse muy bien con objetq de 
lograr una claSHPcOmprensifin de este concepto, 

Numerales x f^ases nuih^ricas 
El propdsito de esta secci6n es establecer la distintifin 
entre los ntineros mismos y los ncHnbres de ellos y tambi^n 
^ introducir el concepto de frase^ En el transcurso de ta^ 



seccidn se sefialan varios'convenios importantes usados en el 
Algebra, ^ 



Pigina 19 . No desesonos enunci^ir una defioiicidn precisa 
"nombre corriente " . El tfimfSSo tiene un sentido relativo y 
-ser-TiBbB~usar barstante iniormalmente . Oba^rvese que algunos 



nUmeros, tales comp ttnTJ^ no tienen lo que en esta etapa 
desearfamos llamar un nombre corriente, mientras que otros 
pueden tener varios nombres corrientes (ejemplos: 0.5 
y 2|, |, etc.) . ^ . . 

Los conceptos de simta indicada y producto indicado sorf^ 
lauy iltiles, particularmente al estudiar la propiedad distri- 

.butiva, y se usar^n frecuentemente. . Tambi^n son tittles para * 
contrarrestar la tendencia, alentada en la aritm^tica, a 
considerar una expresi6n tal x:omo/]4 + ,2", no como el nombre ^ 
de un' niltnero^ slno m^s brieti como una orden paira sumar 2 a t4 
y asf obten^ el ndacnero 6. Este punto de vista hace diffcil 
que el estudiante acepte tales expresiones como nombre s de * 
algo, De paso, puede que el maestro desee menclonar a la 
clase los cocientes indlcados y las diferencias indicadas* 
Es posibie que algunos alumnos ya estSn J&amiliarizados con 
el t^rmino ''cociente indicado** como un sin6nimo para 

'''^fracci^Sn". / . 

Ob$€rvese el empleo de comilla^ para indicar cuando la 

referencia es al numeral o a la expresidn, m^s bien que al ^ ^ 

ndmero representado . Al principio es importante tener cuidado 

con esto. Sin embargo, ya que en buen espafiol no siempre se 

exige-este tipo de distinci<5n^ sino que se deja que el con- 

texto sugiera el significado, m^s adelante tendemos a expre- 

sarnos con mayor libertad en cuianto a ello y utiliz^os 

formas tales como "la expresidn 3x - 4y + 7" en vez de '*la 

expresi6n *3x - 4y + 7^ O 

I 
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* Pfeina 20 . El couvenio aceirca de la preferencia die la multi- 
plicaci6n sobre la suma se bace para f acilitar la labor con 
expresiones y no como un fin en fif. En ciertos tipos de 
expresiones este convenio tambiln se debe aplicar a la divl- ^ 
6±6n lo mlsm6 que a la multiplicaci6n , pojr ejemplo, cuando 
la division se escribe eji la forma 2/3 6 2 > 3 en vez de 4* 

Preferimos evit;ar estas formas en particular, disuadir del 
eiapleo del simbolo f ^ 

El uso de parent |is is se podrfa cOTjparar con el us6 de^,los 
signos de.pun^uaci^ en la escritvtra del espaflol. Se debe 
hacer hincapi^ en el uso del par€ntesis como un medio que 
nos permite leer expresiones s'in^ ambi^edad y^ no en la mera 
"^r^cftlca^ de^manlT)Tilar n^^^ — ' " " % 

Respuestas al Conjunto de problemas 2- la ; p^gina 21 : 

16 8 * 

1* (a) Otros numerales para 8 incluyen — , 3••r^^ 2(2 + 2), 

i 5 + 3, I, 8*1, 4(7 - 5), ^^^3^, 3 + 5, l-«. 

Los distintos numerales dados como respuestas 
a este' probXema apuntarifn hacia algunas de \as 
propiedades ^de la suma y la multiplicaci6n que 
.se estudiariin m^s ade!^nte. Sin embargo, no 
se les debe dai^ mucha iraportancia en esta etapa* 
(b) Hay una infinidad de numerales para 8. 
^2. (a) S£ (cY No i^Y No (g) Si 

(by sr (d) SI (£) Si ' (h) Si 

Obs^rvese que los ejercicios (f) y (h) apuntan " 
a la propiedad asociafciva de la suma, que se estudia 
en la prdxima. seccidn. 

2Q ' 



^. (a) 17 J(e) ■ 34 tXT 7 

'(b) 24 (f) 39 (j) I 

(c) 133 1 (gj 13 (k) 2 

(d) 20 (h) 23 (1) 3. 
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Las palabras "numeral" y '*frase num^rica'* dehot^an casl la 
misma cosa^ Una frase puede ser una expresidn mds complicada 
que comprende algunas operaciones; fel ttSrmirio •'numeraP' in- 
cluye tod6 esto y tambi^n los nombres corrlentes de los 
nvSmeros* No debemos preoptrparnos con esta distincidn, y nos 
sentiremos satisfechos si el estUdiante aprende a usar las 
palabras de esta manera a lo largo del curso con solamente 
observar su uso por otras personas. IntrodUcimos las dos> 
^porque la gent'e usa ambas, y tambi^n por que un t^^rtnino para 
un numeral que sugiere algunas operaciones indicadas es 
muchas veces tJtll . . 

En "^el tSrmino "frase nuflft^rica", la palabra "nutn^rica" 
no tiene ,mucha importancia, y se usa no tanto para distin- 
guir la frase de una frase lingufs^iea comO*para distinguirla 
de una- abderta (con una o mas variables) ^ que se estudiar^ 
mds adelante. * ^ * - 

En esta etapa^ se quiere que la palabra "operaciones"' 
sugiera las operaciones fundamentales de la aritm^tica 
(multipXicacidn, divisidn, suma y resta) ♦ En algunos con- 
textos puede ser conveniente admitir operaciones, tales cqmo 
extraer la ralz c\jiadrada, tomar el valor absolute, etc* 

Pjigina 22 ♦ Las palabras "cierto" y"falsp" para lbs enunciados* 

parecen preferibles a "bien" y "malo" o "correcto" e 
•^incorrecto?*, debido a que las ultimas tienen implicacidnes 
morales para muchas personas. No hay nada^ ilegal> inmoral, 
o "mal" en el senti*do usual de la palabra cuando aos refe- 
rimos a un ^enunciado falso. Se debe estimular al estudiante 
a .emplear , solamente "cierto" y "falso" en este contexto. 

Hemos e&tado haciendo dos tipos de cosas con nuestros 
enunciados: hablamos acerca de enunciados > ^ y usamos enun- 
ciados • Cuando escribimos 

"3 + ^ 8" es un enunciado cierto , 



29 



hablamos acerxta de nuestro. lenguajej cuando^ en el cur so 
de una serie de .etapas, escribimos 

, 3 + 5 « 8, 

usamos ' nuestro lenguaje^ Cuando habl^os acerca del lenguaje^ 
podemos hablar de un enunciado,.falso^ si l*o creemos tStil. 
As£, pues, es completamente correcto decir x 

"3 + 5 « 10" es un enunciado falso; 
pero est5 muy lejos de ser correcto el uso del enunciado , 
^ ^ 3 + 5-10 

en el cur so de una demos tracidn* Cuando r ea Iment e' u samo s 
el ienguaje^ los enunciados falsos no tienen lugar; cuando 
hablamos acerca de nuestro lenguaje, a menudo son muy iStiles. 

- Respuestas al Con junto de problmas 2- lb ; pKginaS 22-23: 



1. 



2. 



(a) 

(b) 
(c) 

(d) 

(e) 

(f) 



Falso 

Cierto 
Cierto 

Falso 

Falso 

Cierto. 



(g) 

(h) 
(i) 

(j) 
(k) 



Cierto, 

Falso 
Cierto 

Falso 

Falso 



Obs^rvese que las partes (b) y (c) apuntan a 
la propiedad distributiva y la parte (g) a la pro- 
piedad conmutativa para la Tnultiplicaci6n, las 
cuales se consideran en la pr6xlina seccl6n. 



(a) 

(b) 
(c) 

(a) 

(b) 
(c) 

(d) 



13 
58 

5 



(d) 4 

(e) 16 

(f) 15 



(| X 6) + 3 

(2'5) + (6-2); 6 (2.5) + 6-8j o 2»5 + (6'2) 
(2 X 3) X 3); (5 (2 X 3) 4 X 3; d' 

2x3 + 3) ' * 

(3 X 8) - 4^ ^ . " ' 
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/ O ♦ cX *7 « ^ 

T 7 » 22 


A 






0*\p 4J « 3 






\®/ 


^ f O • kX }i 'i *i 

^ w 5J • * - 11 














(s) 


3 X (5 + 2) X 4 » 84 






(h) 


(3 X 5 + 2) X 4 » 68j or 


((3 X 5) + i 


>) X 4 « 


(1) 


3 X (5 r 2) X 4 - 36 






(4) 


<3 X 5) — (2 X 4) - 7 


((3X 5) - J 


1 


(k) 


" (3 X 5 - 2) X 4 = 525, or 


>) X 4 » 


(1) 


(12 X 1 - -j) 5< 9 » 515 or ((12 X |) . 


3/ ^ 


(m) 


.(12 X |) - (^ X 9) « 3 






(o) 


12 X (1 - |) X 9 = 18 






. (3 + 4)(6 + l) -49 
3 + 4(6 + 1) « 31 






(P) 






(q) 


(3 +4)6 + 1 =43 






(r) 


(3 + 4*6) + 1 » 28j or 3 


« 28 
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2-2. Algunas propiedades de la suma y la tnultlplicacifin 

El objetlvo de esta y la prdxlma secci6n es examinar las 
propiedades fundamentales de la suma y'^de la multiplicacifin 
para ntSmeros partlculares • Llegamos hasta ^edactar un enun- 
ciado lln©iIstico .general de las propfedades^ pero ^stas no 

deben enunciarse todavia utiliEando variables. En est^ 

♦ 

momento, no necesi tamos estos enunciados i . y preferimos 



introducir las variables de un modo diferente en la secc: 
2-4. Es importante recalcar aqul el concepto de modelo y 
para^ello, cuando se es4:udie, por ejemplo, la propiedad aso- 
ciativa de la 'suma, 'tal^vez el maestro quiera escribir en la 



plaarra aXgo asf: 

y( primer n^ero + segundp n^inero) + t;er<;er*4ii3mero » , 
primer niSaero + (segundo n^ero + tercer niSmero)* 

El uso de las propiedades de la sutma y de la multlplica- 
cl6n como una ayuda para efectuar los c^lculos en ciertos 
tipos de problemas aritm^ticos es a la vez inter esante e ^ 
importante, pero no constituye el asunto princifal de estas 
propiedades^ £$tas Jugardn un papel mds fundamental en este 
curso, y qotistituyen la base sobre la cual est5 construida 
toda ei ^Igebira, ^ 

Volveremos a estas propiedades en el Capftulo 3,^ donde 
"^s^ darSn enunciados genera les con variables. I^as estudiamos 
aqui) no sdlo como una parte del "m^todo espiral", sino 
porque necesitamos la propiedad distrlbutiva para introducir 
bTl cone ep to de variable. " 
PjSginas 2U^25\ (1.2 + 1.8) + 2.6 conduce^ a una segunda suma 
mUs f ficil : - 

5.0+2.6 

Cuajado se ef ec*tuar on las operaciones 5+3 y 3 + 5 en 1 
recta nxomSrica ^ ylmos que acnbos procedimientos terminab€ai.en 
el mismo purito de la recta num^rica. Luego^ 5+3 y 3 + 5 
son nombres para la misma coordenada^ y numerales para el 
mismo ntSmero. En el Capftulo 1 quizes ;el maestro prefiri6 
considferar 5+3 partiendo de 5 y movifindose 3 unildades hacia 
Ik derecha. jp^^ punto de vista es t^onbi^n correcto. 
Respuestas al Con junto de problemas 2-2a; pilgina 26 : * 
. • Uno de los prop6sitos de este conjunto de problemas 
. es ayudar a los estudiantes a acostumbrarse a descubrir 
r^pidamente las combinacione-s de sumas indicadas que 

faciliten los c^lculos. Un prop6sito m^s inmediato es 
ayudar al estudiante a. darse cuenta de que estas mani- > 
pulacidneS) que para ellos puedep ser obvias^ estiln 



Wsa^ai"~M:3l^a1s'T^^ conmatatriva-de- 

la stama. 

En estos problema? no se pregunta sobre las propie- 
dades empleadas en el paso de una etapa a, otra. Con 
frecuencia esto result^ tedioso, particularmente en las 
\iltimas etapas 'del cSlculo . No insistimos en que se^ 
haga esto ahora, pues en esta etapa nos. interesa mis 
que el estudiante recot\ozca la utilidad de las propiedades 
y ho que pueda seguir un proceso de razonatniento riguroso 
^desde el principio hasta el £inal del c^lculo. 

.En varias partes de este problema hay variaci ones . 
en cudnto' a "la manera m^s sencilla" de efectuar las 
sxJtnas.v La co^aracidn de algunas de ellas en la. clase 
debe ser de ayuda para lograr el-propdsito de la pregunta. 
.1. (*a) El estudiante pu^de' expifesar su respuesta 

asl: . "Sumamos el 6 y e»l' 4 para obtener 10, y 
, luego 10 y 8 para obtener 18" . Este clilculo 

se puede desarrollar paso'por paso de varias 
' tftaneras , ' por ej^iplo: 

6 + (8 + 4) . u 6 + (8 + 4) 

» 6 + (4 + 8) i (8 + 4) + 6 

'=,(6 +.4) ^'8 * 8 + (4 f 6) . 

= 10 + 8 ' • ^ = 8 + 10 

= 18 ' ^ '= 18 

, ■ 2 .'2 V 1 8 

^^4^t4^^±M^.^.~-^^-^-^-^^l:^ - 

= 2+1+1 

^ « 2 + (1 + 1) 
«= 2 + 2 
- 4 



+ 1 



\ 
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3 | 4 6 > 3 :^ — ■ '• ' ■ 

4 20^ + 6 - . • . 

» 26 . * 

3 1 

(d) 4 + este caso no hay una manera "m4s 

sencilla^*, Ninguna de las i^os propiedades ^ 
sirve de ayuda para efectuar el c^lculo, aunque 
varias de la^ propiedades que estudiareiaojs m^s 
adelante, especialmente la propiedad dis^tribu- 
tiva, intervienen tlcitamente en los c^lculos 
del- estudiante* 
34.1.13 

4 3 -12 . ' 
a| + 3| + 6 + 7^ 

= 2^ + 7^ + 6 + 3| 1 

« + t|) + 6 + 3| 

= 10. + 6 + 3| \ » 16 + 3|, 

= (10 + 6) + 3| » 19| ^ ^ 



(e) 



(f) He aquf otro caso en el cual ninguna de lag dos 

* 10 6' 68 

propiedades facilita los calculos: "3" 3 *" "15 

(1.8 .+ 2.1) + (1.6 + .9) + 1.2 
« 1.2 + (1.8 + 2.1) + ( .9 + 1.6) * 
— -* (1.2 +1.8) + (2.1 + .9) + 1.6 
= 3.0 + 3.0 + 1.6 
a (3.0 + 3.0) + 1.6 ,1 
= 6.0 1.6 

- 7.6 . , ^ 
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• (h) - (8 + 7) + 4 + (3 + 6) . . 

4 <8 + 7) + {3 + e) + 4 . 

* ' - 6> (T + 3) + (6 4. 4) 

' • ^ 8 + 10 + 10 • . , . 

« a+ (10,+ 10) • 

• -8 + 20 

^ 2B 



2» 179 millmetros * ^ 

Aunque es tau^ ficll contestar esta pregunta^ 
el que la respuesta sea "si" depetide de dos pro- ^ 
^piedades estudiadas en esta seccidn que dicen al 
estudlante que los'^ntMeros se pueden sumar en 
cuaXquler qrden* Asi, . ^ v a 

32 + 71 + 76 - 76 + 71 + 32: 
Pj[gina 27 / Es tnfs,,f^cil calcular la frase (4x: 1,5) x 3^ 
*jorque la primera multipMcacidn da uri iwSnero entero, levy 
slmpllfica la sigulente etapa* * /. * 

*\ La palabra "seguido^'^ en la llnea 1 de la pSgina^/^8 es 
un'a que nof inter esarfa que el estudiante aprendiera* * it 

Otro inter canibio- serfa conmutar 7 x 4 a 4 x 7 en ^a^i 
frase de la derecha^ que entonces aparecerfa com<^(4 X 7) 
i^ora el ejemplo est5 en la forma ^ 

(7 x*l) X 4 = I X (4 X 7) 
> * - 4 4 

Aplicando la propiedad asociativa, tenemos - ' 
" " 7 x^ X.4) = (1 X 4) X 7 

. • ^x 3 «- 3'x 7 



r 



Aplicando la propiedad conmutatlva otra vez^ tenemos 



f Respuestas al Conjimto de - problgmas ^^^2fa; p^gina, 2$i \ _ 

^ <> X. K3;^prcq?^6sit;o de este problem 

* *. • pr6i>iedAd€s d« ;la mull^iplicac'i^ es mistao '^e el 
' . ■ del probiema 1 d#l don junto de ,pr.^|^lemas 2-2§ • 

' \ ■ - . relaci^n^con las prbpiedades de Xet^svm^* 

♦ . » 4 X 25 X 7 " 

» (4 X 25) X T ^ : 

' • ' * .10CbX 7 

> - 700 ^ • 



(b) |x<26x 5) . |x (^6x5) 
* - "Ix (5X 26) ' ^ = (26 X 5) Xv| 

« (i X 5) X.26 . - 26 X (5 X if" 

. ei 1. X 26 « 36 X. 1 - * 

- 26 , . 26^ 

(c) *73 + 27 A , ' * , ' 
. 73 Ai?,4p*RV . 

'f73 + 27)^+ 62 
. = loo + 62 
» 162 

Estfr probliMp® un recordatorto de que ho se 
deben olvidar las pisopiedades de la suma aun cuando 

el centre de la ateucidn estS en las propiedades de 

^ . " '- ■ 
la multiplicaci^n . / 



H) (3 X ^ (7 X 25) 
» 3 X (4 X (7 X 25)) 
• » 3^x (<7 X 25) x 4). 
3 X (7 X (25 X 4)) 
. =3 x^(7 X 100) 
. ^ = (3 X 7) X 100 , 
. = 21 X 100 
- 8100 



v. 



Probableaente el estu4iante dax& la 
respiuesta; '^ultipiic^apios '25^ p4r 4 que da 100; 
luego multiplicamos 3 por 7 que da 21; final- 
^ mente multlijlicaiaos 1*00 por 21 para*obtener 21&Q". * 
(e) He aqu£ un%jerc4-clo en el cual no hay "una > 
— ,s — : m an ofQ mgs^ f£cll", ca d e elr, no ha y qu e — 7—^^ — 



reagrupar . 
12, X. 14 » 168 

2- 30 



* Preferimos esta .manera de ef^ctuar los . 
, cfilpulos sdlo porque se trabaja con.niSmeros 
^^^"^^dtiQ un solo dfgito ha^^ que se llega a la 

(e) 6x^x125, 
• \ .='6 X (8 X 125) - . 
, X 1000 . 

' » 6000 ' , . . ' t 

(h) ' ,(1.25) X 5.5 X 8 , 

* = 5 . 5 X 8 'x 1.25' ^ • 

= 5.5 X (8 X 1.25) ' - 
- « 5.5 X 10 
. ' =. 55 . . 

(i) (2 X 5) X 1.97 " 
« 10 xJi.97 ' • 

\' » 19*7 " * ♦ * V 

( ^ Obsirvese que en este caso'es mejor 

trabajar parjtiendo de la forma original del 

• - ' ■ ^-^ - . 
problema. 
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(J) ^ X 6 X X ^ 
-*6x|x|x| 

6 x | X 

• . 6 X |> X 



6 X 4 X 4) 



2, 



Es m^s f^oil caXcular la primera forma de cada 
4 una de las partes del problema, po^que contlene la 
. . i^ep^tici<5n de un pro^ticto parcial. Asl, pues, los 
productos parciales repetidos se pueden coplar de 
. l,ps ya escritos. - *l 

, PlEiBa 31.'. El propdsito de estos ejerclcios, en los casSs\ 
en que los enunciados son ciertos, es que el estudiante se de 
cuenta de la veracidad de los mismos, no porque se puedan " 
ceducir los dos miembros al mismo nombre corriente, sino 
porque el enunciado es un ejemplo de un modelo v51ido. Tal 
vez sea necpsario recprdarle ""esto a los estiidi^ntes. Por 
^iemplo, en el ejercicio 1(b), la mejor respuesta que el * 
estudiante puede dar serfa: qpe 15 - 7 +8, y adem^s el 

enunciado sigue el modelo de la propiedad distributiva, Por 
lo tanto,a ^enunciado es cierto". Si se trabaja de la manera 
que se muestra a continuacidn, tambi^n se obtiene el mismo *" 
resultado. El propdsito de los enunciados falsos es identi- ' 
ficar los errores que puedan cometer los estudi^tes af 
escribir incorrectamente la propiedad distributiva,' (d) , o 
debido al mal uso de la notacidn de las fracciones mixtas, 
(f).. " \^ 

Re spues tas al Con junto de problemas 2-3a ; pfigina 31; 

1. (a) . 2 X 4 + 5 X 4 = 7 X 4 ■ I 
, ■ . - (2 + 5)4 

= <7)<4) Cierto 
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'Cierto 



(b) 15 X 2-7 X 2 + 8 X S 

^ - (15)2 ; 

(c) 25(^ + 3) « 25B0)> 250) 

(d) 3(2) + 6(3) » 9(6) • 

3(2) + 3(6) « 9(6) • « 
3(2 + 6) « 9(6) ' , . 

3(8)u«. 9(6) ' 
24 o 5^ ' . 

(e) 13(19 + i) =13(19) +18(1) 
13(19) + 13(1).- 13(19) + 13(1) 

(f) 2(| + t) -4+ 4 



Palso ^ 
Cierto 



\ 2(|) + 2(|) 1. 4 4 



-4 



Cierto 



- ** ' Este problei^a deber^ servir'-de repaso del 

estudio de la multiplicacitfn indicada y recordar al 
estudiante que el "tiiSmerp mixto" 2^ no »epresenta 

(g) 12(| + |) - 12(|) + 12(|) ^ 
12(|) + 12(|) » 12(|) + 12(|) Cierto 

(h) 3(a^ + 3(1.5) - 3(2.5 + 1-5) ' . 
^ 3(275 + 1.5) - 3(2.5 + 1.5) *^ Cie^^o 

En el res to del cur so, no usaremos con mucba frecueiicia 
las palabras subrayadas ' en . la, expresi^Tpropiedad distribu- 
tiva de la multiplicacidn con respecto a la stMoa"; sin 
embargo, podrin servir de. ref^rencia cuando los estudiantes 
<ileven a cabo manipulacione'3- incorrectas. No es necesario 
que el estudiante comprenda el significado inmediatamente. 
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. En el tercer ejemplo, es m5s ficil calcuXar el producto ; 
Indlcado. Lo mismo sucede en los ejercicios 1(a), 1(b), 1(d) > 
'1(e)- y 1(h) de la pigtna 31. La suma indicada facilita los 
cdlculos en los ejercicios iCc), 1(f) y 1(g). * 
' pgginas . 32-33 . (^ + ^)12 « 12(3 + |) , Vor la propiedad 
conmutativa de la multipllcacidn. 
El andlisis detallado de_ 

(1+1)12 - (1)12+ (|)12 

realmente, entre otras cosas, una preparaci6rf para las 
^ demostracidnes \ue estudiaremos m5s adelante en el curso* 

No nos conformamos con s61o cote jar la veracidad de este 

"-'enunciado mediant e operaciohes aritm^ticas; averiguamos 

*taint>i5.n que este enunciado es cierto, utilisn^do un argumento 

tornado de una corta serie de enunciados- que ya sabemos' ciertos 

de antetnano, Por ahora, no es'necesariq hacer hltfcapl€ en 

este desarrollo^ Es el primero de los muchos que estudia- 

remos • ^ ^ . " 

Para enunciar la ley se sugiere ei^. sig^xente modelo:. 
l)ados tres ndmeros, el producto del primero y el segundo mUs 
el producto del tercero y el segundo es Igual al producto 
Qbtenido cuando la siima del primer cf y el tercero se multi- 
plica por el segundo. ^. 

Respuestas al Conjunto de problemas 2-3b ^ pilginas 33-35: ^ 

1. ' (a) . 12(3 + 4) - 12(3) + 12^4) ' ^' 

(b) 3(5) + 3(T) -3(5 + 7) ; 

(c) (2.5 + 4.5)4.» (!S.5)4 + ,(^^.5)4 

(d) 24(§) + 24(|) - 24(^ + ^) 

(e) 7(17) + 6(17) « 13(17) 

' (f) (3 +11)2 « 3(2) + 11(2) . , 

Este enunciado es ciertp, no itnporta los 
ntSmeros utiltzados, Esto prepara el camino para 
? el enuhciado precise de la propiedad distributiya 



/ ^ fin el px6Ki^o capftulo. Por*^ ahorat no se deben 



utilizar variables al^present&r estean^lisis a los\ 
' *estudJLan,tes* 

■ ■ --^ 1 ■ ' ■ ■ • • .: / - 

' 2. (a) 27(5) + 27(|) « 27(^ + ^) . ' 

. ^ . - 27(1), 

' ■ . - - > • ■ ' = 27 ^ . ' - 

, ■ ' (b) |(ig) |(ia) - (| + 1)12 

■ ■ - 4 + 3 - * 

• - -r ' 

• (c) (.36 + .14).6 = .36(.6) 4- .aM.6) 

•* . . (.50).6 ' . ' ^ • 

^ *• =. .30 • 

(d) 12(5 + 5) = X2(5) + 12(5) 

• « i2(ie^-^ • 

■ = 120 " . . " . • 

^ *(e) (2.3 + 4.6) + 7.7 « (2.3 .+ 7.7) + 4.6 ' 
\^ ~ ^ . - 10 + 4.6 

-V . . . ■ ... 

* 14.6 

. ' r \ if) 6(| + 1) ^ 6(|) + 6(|) ' 

- 9 + 4 ^, 

' ■ ~ 13 

/ ''(g) 0.71(0.8) +0.2gj71)^» 0.71^.8) +0.71^5.2) 

^ ^ * «"0.7lS).8 +0.2) 

«0.71(1.0) 

* =0.71 

V (h) 3(2, + 7+6+5) *''3(2^ + 3(7) + 3(,6) + 3(5) . 
, ' « 3(20) " / . 

. ■ = 60 : . 



■6n: ^ 
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El Srea del tri^ngu^o ACD es igdal al 5rea^del 
tri^ngulo EFI mds el 5rea del tri^ngiilo FGH • Apren- 
dimd's que el ndmero de unidades cuadradas del irea 
de un tri^ngulo es igual a la mi tad del prqducto del 
TwSmero de unidades de la base por el niSmero de uni- 
dades de la altura. Los \res tri^gulos de.la ^ 
figure tienen la misma altujra, 2, 
^ Area del tri^ngulo ACD « ^(4) (2) 

Area del tri&igulo EFI = ^<3)<2) 

- 1 • 

Area del trlingulo FGH = 2^^)^^^^ 

|(4)<2) ^ |(3)(2) +1(1) (2) ' 

se convierte en ' \ " ^ ^ 

"» ' . , - 

■|(2.)(4) «='|(2)(3) +i(2)(l) (propiedad conrautativa 
de la ;raultiplicaci6n) 

1(2) (4)" - ^X2)(3 +1) (propiedad distributive) 

^ De este enunciado se deduce que* si dos triingiilos 
tienen alturas iguales^ sus respectivas 5reas 
depetiden de sus bases. 

(i + |)11 + (| + |>7 = (| + |)(11 4. 7) 

= |(18) + |(18) . , 
= 9 ||12 

. ■ . -21^ • 

\Aplicando la propiewiad distributiva dos veces, el 
estudiante puede .elixninar sumas inconvenient es • 
Este problema no debe omitir^e, pues es un^ prepa- 
racidn^ importante para el estudio -de la propiedad 
distributiva en el pr6ximo capftulo. 
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5. 



M 8(| + |) + (| |)7 - 8(| + |) + 7(| + |) 



1^ 



(to) 7(| + | 




-i5(|) + 15(|) 

« 9 + 10" - ; 

• at 19 . ■ 

+ |) + 5(| i |) =. 7((| + -1) +1) +,5<| + |) 

, : *T(| + |) + 5(|+|) - 

" - (7 +-5)(| + |) 

= 12(| + |) 

-12(|) + 12(|) 
' = 10 + 9 

■ - 19 

5(i+ I + ^) + 7(| + |) = 5((| V|) + |) + 7{| t'l) 

, V. - 5(| + |) + 5(-|) + 7{| + |) 

' - 5(| + |) + 7(| + |) +'5(|) 

- (5 + 7)(| + |) + 5(|) . 

. « 12(| + |) +1 * 

. ' • - 12(|) +^12(|) +1 

=6+4^1 
o (6 + 4) + 1 
» 11 
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6, (n) 3 X (17 + X | - (3 X j)(ir + 4) 

; : Cb) MH^. it;^^'^^^^^^^^^^^^ ; 

JX, + 8)10 » (|)(10)(3 + 8) 

■ . « 2(3 + 8) ; 

" ■ «' 22 ■ ^ • ' 

(d) 3(T) + 3(11) « 3(7 + 11) 
. . . ^ / . «3(18) . * 



(e) 3(7) +.3(2) - 3(7+2) 

■ , - 27 ^ • r- • 

(f) . 3(7) + 6 « 21 + 6 

(g) 7(4) + 42 -, 7(4) + 7(6) * . 

» 7(4 + . 

• • » 70 " • 

(h) 3(|) + I « 3(|| + 2(^) . ^ ^ 

(1) -3(17) + 12^ 3(17) + 3(4) * 4 

» 3(17 + 4) 

^ ^ 63 ; 

(J) 6(19) +^19 - (6 + 1)19 
J « , 133 

(k) (10 +^^2) X 4 X "I = {10. +. 2) X (4 X ^) y/ 

/ = 12 X 2 . 

' • = 24 

(10 + 2) X 4 12 X 4 . 
^. V ■ 5— / 

'48 * 

.■ • - ■ . • ■ 

■ » 24 " 



(1) 
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Los problemas 6(a), 6(b) y 6(g) constituyen 
K una^preparacidn may especial para el estudio ia 
. seccldn 2-4% por lo cual no deben omitir^e, 
Piginas 35-40 . El'^objetiVb de esta secci6n es famlliarizar 
al estudiante con el significado de la palabra variable . 
Aquf, insistiiftos en que se con^dere a "n" o ,a o a • ^ 

cualquier letrft que se use como 'variable, corao el nombre de 
un numero definido, aunque 'no tengamos mucha inf ormacidn , . 
acerca de dicho ndmero. En algunos casos, como en el ejer- 
cicio del* texto, el ntSmero puede estar no especificado, 
]porque lo que es cierto para €1 tambi&i 15 es para todo 
numero de un conjunto dado. Esto sucede en todos los casos ' 
en que nos \nteresi^ principalmente el modelo o la forma d^e 
un problema, m5s bien que el resultado. En otros casos, 
lel niSmeto puede no estar especificado, d^bido a que al 
principio no sabraios cMl es el niSmero en^^cuestidn, pero se 
averiguaril m^s tarde/ Las variables segdn se utilizan en 
este contexto se llaman frecuentemente "incognitas". De 
-todos modes, hay que tratar de evitar que se interprete el 
concepto de variable como algo que varla sobre^ un conjunto 
de niSmeros. , 

El conjunto de ntSmeros que incluye todos los valores de 
una variable se llama el "dominio" o a veces, el "campp^ 
"variabilidad", dependiendo mayormente^ del pun to de vista desde 
el cual se consideren la. variable y su conjunt^. Hay puntps 
de vista que justifican el escoger uno u otro de los dos * 
t^rminos. Para muchos maestrps la conexidn m^s* natural entre 
una variable y su conjunto de valores es considerar la 
variable como la variable "independiente" en una relacidn ^ 
funcional, por lo tanto, para nombrar el conjunto se les 
ocurre m^s f5cilment^ el t^rmino "dominio" . Sin embargo, se 
debe r^calc^ar que no es necesario considera^r la variable como 
la variable ."independiente" en una relaci6n funcional, sino 
que, en efecto, puede considerarse tambi^n como variable 
"dependiente" • 

♦ 



»>lios pasos en el ejercicio propuesto son^ 



• ■ „ • ■ . - . . 3«,7. • V •. ■. ■ ,. . . 

3*7 + 3; 
^(3.7 + 3) ' 
•2('3»7 + 30 ' 

.\ • — — • , . 

La dltima frase es iin numeral para 4. 

Pigiaa M' El estudialite puede pregiintarse por qu6 insistlmos'*- 
en escribir 3(17) + 12 «= 3(17 M- 4) eix lugar de 
3(17) + 12 «,51 +12-63. Desde luego, cualquier m^todo da • 
el miamo resultado. Sin embargo, el prlmero nos pone en dis- 
position de efectuar los c^lculos . que siguen m^s adelante,» 
utilizando la letra en lugar de "17". (^i2^$ qued^^n 
satisfechos Vasi todos los estudiantes ^que planteen la J 
cuestidn si se les indica cpie el primer m^todo pone de mani- 
fiesto la estructura, mientras. que el segundo m^todo tiende i 
ocultarla. - * " • 

No habrfa cambio signifkcativo alguno\ en ^1 tratamiento 
del ejercicio si hubi^ramos decidldo usar alguria otra letra ' 
distinta de. n para indicar el n\3mero elegido en. S 4 / 

Para introducir el concepto de variable a los estjjadiantes, 
algunos maestros consideran proVechoso o^rganizar en la'clase 
un juego, con ndmeros, adem^s de utilizar el material presen- 
tado en el text^o. Se les puede "estimular" oralmente con 
algunos juegos."para escoger uh n\Smero" que ellos no puedan 
manejar con medios puramente aritmlticos; despu^s de. parti- 
cipar en esos juegos apreciar&i f^cilmente el uso de una 
vairiable. Otro mgtodo que ha dado buenos resultados es 
organizar el juego utilizando la pizarra, 
J • 

Ejemplo; "Escoge un ^niSmero de algiin con junto S, como. 

por ejemplo, el conjunto de todos los ndmeros cardinal es 
entre^l y 30, stSmale 3, multiplica por 2, y t.esta el duplo 
del niSmero escogido". 



blstintos alumnos pueden ir a la pizarra, ensayar con 
atSmeros diferentes y siempre obtener el resultado 6^^ A otros 
se les puede pedir que dejen los numerales indicados, otros 
pueden usar la palabra "ntSmero" en lugar de un numeral ^ 
particular, y adn otros pueden utllizar una variable como 
"n" o "x" Sesde. el principio. La pizarra pufde aparefeer asf: 

4 5 , ' ♦ ntSmero • n 

7 ^ 5 + 3 . ntSmero +3 ^ n + J 

14 2(5 + 3) . 2(rii3niero +3) 2(n + 3) 

.<5 14 2*5 + 6 \ 2<ntttaero)+ 6 2n + 6 

6 2-5 + 6 2*5 ' 2(nCimero) + 6 - 2(ni3riierc^ 2n + 6 - 2n 

6 6 6 / \ ^^*6 , 6 

En este eiemplo se utiliza la pro^iedad distributiva, que los 
estudiantes visto/pero tanibi€n se utiliza la propiedad" 

asociativa con una resta, lo cualno ban visto. ^Sin embargo, 
las operaciones con- ntSmeros son b^stante sencillas, y, por lo 
tanto, no tendri[n dificbltades con "2n - 2n" . Ciertamente, 
no es necesario preo'llfarse por ello. Si por alguna razdn 
hay 'alguna probabilidad"de que la resta cause dificul^^des, 
siempre se podr5 pres6ntar el juego con un ejemplo como el del 
texto, .en el cual no intervien€ la resta. 
Respuestas al Con.lunto de problemas 2::4; p5ginas 38-40: 

1. 2(t +3) 
, 2n + 5 

2. 3 s. 

3. ' Las dos formas son correctas. La segunda se obtiene de 

la primera mediante la aplicacidn de la prppiedad aso- 
ciativa de la. multiplicacifin. 



S • Ninguna cle las fp^as es cor^ecta . Las f ormas correctas 
son 2(a + b) y 2a + 2b* , 

6^ (a) 

W 15 

(c) ' 27 . 
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(el I 

7. (a) |c + 32 » |(85) + 32 ^ 

= 185 

=.2(8) 
. V » 16 

(c) p(l + Ttl « 500(1 + 0.04(3)) 

« 500(1 + .12) 

a 500 *+ 60 

= 560 

(e) ivh = U^(10)(6) . 
» 1080- 



8. (a) (3a.^4b) - 2c ^ ;(3-3 ^ 4>^) - 2>4 

. ' • ■ « 3 
-(ea - 4b) + 5c ^ (6-3 - 4 -2) ^ 5-4 

• 10 + 20 




^ S7 



, («) " ' . ^8 ^ 



.r 



( 1.5(3) ^ 3.7(2)Y 2a(4) \ (4.5 -h 7.4^ S.^K 

. 11.9 " 8". 4 

♦ /■ ' • ■ ■' ■ 

9 • A continuaci6n se d« una lista algitaas de las ideas ^ 
importantes de este capftuLo en el orden en^^e hart *ido 
apareciendo en el tnismo: J * 

I* Se cci6n^2*'l 

,1. Los ntimerales son nombres de^log^ntSmeros y se dif^ 
V tinguen de los niSmeros mismos/ ^ 
2^ La ptesencia de un signo de igualdad entre dos 
nnmerales indica que los numerales representan el 
^mismo niSmero. 

3* Para evitar toda duda en cuanto al signiflcado de un 
numeral > convenimo$ en qu% cuando no^e indique otra 
cosa, se efectda primero la operacitfn ?le multlplica-' 
cidn^y luego las operaciones de suma y restas en las*^ 
,-11^ expresiones* en que Intervengan dichas operaciones* 

4. Se pueden utilizar parSntesis fepc^ encerrar aquellas 
partes^ de una expresidn que han de tomarse como un 

nxameral . _ . * 

5, Una frase num^rica es un numeral ^ado mediante una 
expresi6n que comprende otros numerales, as£ como 
tambi^n signos de operaciones • 



ss 



6. I*as Erases o,um€ricas se pueden comtilnar para formar 
enunciados burner icos, cada uno de los cuales puede 
ser cierto o^aXso, pero no ambas cosas. 

Secci6n l-l / V, 

7. - Una propiedad de\ina operaci<5n es "algo que esa 

operaci<6n posee", es decir , una de sus caracterfs- 
ticas. • ^ » • . • 

8. Una operaci6n. binaria es una que siempre se efectCta 

con dos ndmeros. La suma es un ejemplo de una 

. ' ' ^ 

op^erapidn binaria* 
La propi^dad aspciativa de la suma* 
,10* 'La propiedad conmutativa de^ la' suma* - 
11 ♦ La propiedad ,asociativa de la multiplicaci^n*^ 
12* La ptop\edad conmutativa de la multiplicacidn* 
Seccidn 2-3 

13^ La propi-edad distributiya (de la multiplicacidn con 
respecto^a"* la suma)* 
j|^r4* La propiedad ^distributiva tiene una forma alterna- 
tiva que s€«^iaustrir as£ : 2(3 + 4) = 2(3) + ^4) t 
(3 + 4)2 «(3)2 + (4)?* ^ 
Secci6n 2-4 > 

15. Una *^ariable es un numeral que representa un^mero 
definido/ pero no especifdcado, de un con junto dado 
de niSmeros admisibles. * ^ 

16 , ' Todo nilmero que una variable dada puede representar 

se llama un valor de la variable, * 
17 * Llamamos dominio o campo de vatiabilidad de una ^ 
variable al conjunto de valores de la misma. 



Gapftulo 2 * * ; . 

Sugar encias para exSmelies 

Coloca par&itesis en cada una de l^s siguientes expre- 
siones de manera que obtengas enunciados piertos: 

(a) 5 X 4, + 3 - 35 * {d) , 5 x * +*3 x 6 - 110 

(b) 5 ^ ^ + 3 23 . (e) 5 x ^ + 3 x 6 « 38 
(o) 5 X 4 + 3 x'6 - 210 (f) 5 x^ + 3 x 6 « 138 



4 . 



Determlna cul[les de los siguientes ^nunc^ados son 
ciertos: . * • ^ ^ - 

(a) I + 1 - 1 + B * M) BCi + |) - 8(|y ..+ I 

(b) |+^«^ id) B(:^ + ^ymk+\2 ; 



Copia las siguientes f rases e indica los pasos, que 
seguiste para hallar el nombre mds sencillo^de cada uno 
de Tos niSmeros representa^dos : 

" - ' ' V . ' ' • ' " • / ■ ' ■ 

iCufiXes de los numerales que siguen son nombres para 6? 
(a) ^. .. ■ (e) 

(to) 3(1 + 1) Ad) ^ ^ - ^) 

* t 

Escrd^be otros tres nombres para el ndmero ?• 
Muestra la manera de calcular el valor de. cada una ^ las 
siguientes frase^ 

(a) 1+ {^)(6) +|\ 

(b) 1 .+ (2 + "1)3 + 1 



7t Utilizando los mlmbros del conjCinto (2^ 5^ 7) , llustra 
^ cada una "da las siguientes . propledades : 

<a) la propiedad coxuautativa de la suma > 
(b) la ,pr6piedad asociativa de la laultiplieacidn 
' <c) la propiedad distributiva \ 

8. Determlna la propiedad ilustrada por cada uno de los 
filguientes ^unciados ciertos: 

(a) 3 + 0 + 7 - 3 + 7 + 8 • (d) 35 + 42 » 7(5 + 6) 

(b) 3(8 + 7) - 24 + ai (e) (3.+ 2) + 5 3 + (2 + 5) 

, <o) (5)(8)(9) . (8)(5)(9) ^ (f) .|((|)(7)) - ((|)(|)) (7) ' 

9. Muestra la manera de utiltzar las propiedades asociativa, 
conmutatiya y distri'butiva para ef^ctuar cada uno de 

los siguientes cfilculos en la forma nwSs sencllla poslble: 

; (a) 6| + (ir + 3|) + 53^ 

' Ch^ 5 X 13 + 6 X 13 

, ^ - ' ii X 11 + 9 X 11 ' . . 

(c) . 34.3(356) +34.3(644) 

(d) (3 X 4)(7 X 25) • " . ' 

(f) 16(|^+|) , 

(g) ^2(5) + 40 . . 
10 1 Una manera de stomar- 24 + 66 es: 

^ 24 + 66 = 24 +(6 + 60) . * . 

• > « (24 + 6) + 60 
= 30+60 
, , » -90 

(a) ^^Qu^ propiedad se utillz6? 
^ (1?) , Suma 24 + 66 de la manera indicad^ a continuacidn 
seiiala las propiedades utilizadas: 
' ' 24 + i^6 = (20 + 4) + (60 + 6) 

» (etc.) . '^ ^ 
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11 ; Ilustra la manera de usar las propiedades asociativa y 
conmutativa para escribir f^cilmente los nombres 
corrlentes de los sigut antes numerales: 

^(a) (5 x 37) X 20 
" (b) '5'^ + 17 + • 
: (c) af + 4i + 6| 

12. Muestra los pasos del proceso para hallar el nombre 
corriente de 9<x.'f 3y) - z c^andp x es 2, y es 0 y z 
es 1. . 

13. Halla el valor de ^"^^ " ^ ^ ®^ ^» es 2 2 



p es 7 • ' I 

Un cierto n^ero n se mtiltiplica por 5, luego 



aumenta en 5 y el resultado se Huplica, iCu&l de las 
siguientes* expresiones describe mejor el ^tiunciado 
anterior? 

(a) 2 X 5(n + 5) (c) 2n(5 + 5) 

(b) 2<5n + 5) ^ (d)^ 2(5n+25) 

15 • * Redacta Instrucciones verbales que se describan mediante, 

' la frase -MBJOJ.. , 
f <> 

16. Un ejerciclo^ comienza asf: "Escoge un niSmero del 1 al 10 
inclusive . . ." . Si la variable en.estfe problema es n, 
(a) dibuja una gr^fica del dominio <de nf^ 
. * (b) ^ determina^udles de los n&neros siguientes^nunca 
podrian *omarse como valores de n: 2, "^j ir , 

•J, Att,' 1. 



f 



ERJC 72 



" Capf tulo 3 

« ■ . • f 
ENUNCIADOS Y PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES 

'Este ^curso compretide un estiidio siStem^tico de los 
ntSmeros y sus propicdades. A primera vista parece que 
la aritm^tica tiene este mismo prop^sito, por eso,* ^ 
al introducir este cap£ti;^o, deb^ios distinguir entre la * 
aritm^tica y el^lgebra. La arltm^tica coiisiste^ primaria- 
ment;e, en la ap.licaci6n mils bien mec^ica de un gran 
ndmero^de reglas para^ calcular correctamente y, en general, 
se hace muy poco esfuerzo para aitender estas regulars y los 
n^meros a los cuales se'>taplican. Por otra parte, en el 
filgebra nos interesa entender cabalmente el^ porqu^ los 
n&neros y \las operaciones con ellos se comportan de una 
cierta manera. Aquf buscamos las propiedades generales 
interesantes de^ los niimeros y de las operaciones^ aritm^- 
ticas conocidas ya por el estudiante* En pocas palabras^^ 
nos interesa lo que los matemSticos algunas veces llaman. 
"estructura" del ^^sistema" de los numpros. Otras palabras 
que eenllevan el mismo significado que ^'estructura'' son| 
J?modelo'\ "forma^' y '*9rgani2aci6n'\ * 

Es inevitable que muchas de las propiedades generales 
de los riCtmeros y de las operaciones con ellos sean cono- 
cidas por los estudiantes como result ado de su e§tudio de 
la aritm^tica* Sin embargo, no se conocen las propiedades 
en cuanto a principles explicitos. En 11 capitulo anterior 
tuvimos el prop6sito de que los estudianrites descubrieran 
algunas de estas propiedades mediante preguntas y ejemplt)s. 



En este capltulo, se hace un estudio ulte|^or las 
propiedades y Sstas se fortnallzan. Las propiedades que - 
de este mpdo hemes procurado que el estudiant^ descubra^ 
son las propiedades eonmutativa. y asociativa de la suma 
y la multiplicaci6n, la propiedad dlstributiva^ y lo ujue 
llamamos la propiedad aditiva del 0 y la propiedad 
multlplieativa del 1. Hemos incluido tamblSn la propiedad 
multiplicatlva del 0^ aunque Ssta se podria deducir de 
las otras propiedades • Mis adelante^ en los Capltulos. 6 y 7^ 
vemos que todas estas propiedades de las operadones son 
vilidas para todos ios\^\Smeros reales. Aquf^ consideramos 
solamente los numeros reales no negatives . 

El est^iante^ acostumbrado a la aritm^tica, podr5 
cue&tionar >1 porqu^ de todo esto* Confiamos en que el 
uso de ejerclcios estimulantes p\^da eid-tar esta pregunta^ 
pero la contestaci6n aut^ntica es^ impoKtante, y consist^ 
principalmente en lo que hetnos dicho acerca de nuestro 

interns en la estructura. 

Un segundo propdsito de este t^itulo es el desarrollo 
de una gran parte de la t^cnica para la simplificaci6n 
de expresiones algebraicas. Hac^os esto aquf^ porque 

uno de los aspectos esenciales de este cur so es que los 
miSltiples e jercicios necesarios para lo^rar destreza 
t^cnica vayan unidos a^ las i deas de los cuales se deriva 
la validea de las t^cnicas. Pritfclsicamos las simptificacio- 
nes algebraicas cuando los principios en los cuales se 
balsan dichas simplificaciones se desarrollan por primer a 
vez , y^en mu^as otras ocasiones de ahi en adelante, 
Ademds, estos principios son precisaanente^las propiedades 
de los ndmeros que el estudiante debe descubrir en este ^ 
capitulo* 
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Como prepj|raci6n para formalizar estas propledades, 
pritneramente enriquecemos nuestro vocabulario* El concepto 
de enunciado ^ jm p estudiamos en el Capftulo 2, se ^mpl£a 
de aBs maneras : ^^p.) Aiimentamos' la variedad de las rela- 
clones que nuestros enunciados pueden 'expresar, para 
incluir las Inecuaciones junt^ente con las ecuaclones^ 
(2) llledac tamps envinciados abiertos que contienen variables, 
y para los cu^es es importante la noci6n del con junto de 
valldez . Es nec^sarlo que el estudlante consldere las 
ecuaciones y las inec^jaclones como enunciados, como • 
objetos del iilgebra a los cuales debemo^ prestar la misma 
at^incidn, ^ como tipos de enunciados igualmente intere* 
santes y utiles, (3) Consideramos enunciados compuestos 

y enunciados simples • ^ 

*» 

No todos estos conceptos son de necesidad inmediata 
para enunclar las propiedades de las operaciones con 
nVJmeros de la aritm€tica, pero conviene introducirlos todOs 
a la vez.^ Se emplear^n muchas veces en todo el curso^ 

Como referenda gefieral para bX trabajo de este 
capitulo, el maestro puede leer, Haag, ^tudieau^n 
Mathematics ^ Volume III ^ Structure of Elementghry 
Algebra: Capitulb 2, seccidn 2, para el trabajo relacionado 
con los enunciados; Capftulo 1, secci6n 3 y Capftulo 3, 
seccidn 2^ como base para el estudio de la estructurA* 
• Los alunmos ,u. ya estudiaronel oap£tulo acerca de 
las ecuaciones en el material del SMSG para octavo grado 
notarfin que nuestro CapfRlp 3 presenta un enfoque dife- 
ren^ y cot^siderablemente mSs extenso* PrObablemente se 
prefiWa tratar las secciones 3-1 a 3-9 cpmo si IpS 
estudiantes tuvieran poca o ninguna experiencia en el 
estudio de los enunciados* 
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El empleo de , variables en el Capftulo 3 para formular 
las propiedades de la sumaly la multiplicaci6n serd familiar 
para los que. ya han estudiado el material del SMSG. • No 
obstante, las: aplicaciones de estas propiedades son mds 
extensas que las estudiadas en los grades s^ptimo y octavo 
y deben llevarse a eabo cuidadosaroente . 
Pfigina 41. Loj^itnbolos '»-",'\^", "<»«, ">", ^etc. denotan 
realmente uerbos que expresan una relaci6n entre dos 
niSmqiiros. r^in embargo, como "es mayor que" o "no es igual 
a" no forman una sola palabra, las llamaremos "fortnas 
verbales" . 

Respuestas al Con junto de problfemas 3-1 ; p^gina 41 : 



1. 


Falso 


S\ 


Falso 


11, 


Cierto 


2. 


Cierto 


7. 


Cierto 


12. 


Falso 


3. 


Cierto 


8. 


Falso 


13. 


Falso 


4. 


Falso 


9. 


Cierto ' 


14. 


Cierto 


5. 


Cierto 


10. 


, Cierto 


15. 


Falso 


PaRina 


42. Und 


frase abierta tambi^n 


es "abierta" en 



sentidd de* que no podemos determinar de modo preciso- qu^ 
niSmerp^representa hast^ qxi'e no sepamos justamente qu^ 
numeros representan las variables. 

Respuestas al Con junto de problemas 3- 2a ; p^ginas 42-43: 



1. Cierto cuando 

igual a 5 * 

2. Falso cuando 

. igual a 5 . 
3» Cierto cuando 

igual a 6. 
4/ Falso cuando 

igual a 6. 

5, Cierto cuando 
igual a 3» 
Falso cuando 
igual a 4. 



X es 



X es 



es 



es 



X es 



X es 



Falso cuando x es 
igual a 4 e y es igual 
a 3 . 

Cierto cuando x es 
igual a 3 e y es igual 
a 4. 

iFalso cuando a es 

rgual a 9 y b es igual 
a 9* * 



Falsj cuando 



igua^ ^ 
Igual a 



. — ^ a* es 
y b es I 



8- 



No sabemos hasta tanto 
sepamos el valor de 



Enjlos problem^s 7 y 8, es necesario recalcar que el 
valor dado de "a" debe utilizarse en todas lajs ocasiones 
en que aparezca '^a"» * . 

P^gina 43* Se supone que el experiment o con el ejemplo^ * 
*'2x - 11 6" suglera una manera sistemfitica|"de ensayar 
valor es de la variable que hagan cierto el ^unciado. 
El m^todo puede sugerir tambiSn c6mo se podrtCa decidir 
si se ban hallado o no todos esos valores, Por ejemplo, 
un valor de x mayor que 8^ dar5 un niimero mayor que 

2(8r) ^ 11 ^ y un valor menor que ^ dari. un n>5mero menor 
2 ^ » Z 

que 2(89) - 11. M^s adelante, en el Capitulo 8, estudia- 
remo^ las propiedades de ordenaci^n sugeridas aqu£« . 
Respuestas al Con junto dig problemas 3- 2b ; p^gina 44: 
1.4 * 6. 14 . 

10 7. 

4 / 8\ 

17 
3 

5.2 10. Ningdn n^ero \ 

En los problemas 1 al*6,'el estudiante deber^ asegu- 
rarse ^ que todos los valores de la variable hayan sido 
determinados mediante un procedimiento an^logo al que 
expusimo5 anteriormente y con el cual decidimos que 

es el conjunto de validez de 2x - 11 = 6 . 



2. 
3. 
4. 



9. 



Ningtan niSmero 
Todos los ntimeros 
Todos los niSmeros 



Respuestas al Conjunto de problemas 3--2 c; p^gina 44: 



1. (a) 3 ; 

(b) . 2 

(c) 1 y 0 ^ 

(d) 2 



(e) 7 

(f) 3> 

(g) ningiSn valor 

(h) . 0 



\ 
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Pjfigina 45 . Un enunciado abierto ^ue comprende una variable 
tiene un "conjunto de validez" definido ccxao el ccaijunto 
de los niSmeros que hacen cierto el enunciado. Por ahora, 
no necesitamos intr6ducir un nombre para el cCnjunto qiie 
hace . f also el enuncii^do. La frase "cQn junto de soluciones" 
tambi^n se usa para "conjunto de validez", particulamente 
para los enunci^dos que aparecen en forma de ecxjaciones. * 
M^s adelante usareuios "conjunto de soluciones" , pero 
deseamos que el estudiante emplee la frase "conjunto de 
validez" lo bastante pata entender completamaite su sign!- 
^ f icado * ' . 

Respuestas al Conjunto de probleaaas 3^3 a; p^ginas 45-46: 
1* (a) Coaao 7 + 5 * 12 es un enunciado cierto, 
5 pertenece al conjunto de validez* 

(b) Como 6 + 9 ?^ 11 es un enunciado cierto^ / 
^6 pertenece al conjunto de validez ♦ 

5(3) + 1 

(c) Como ^ ^ 3 es un enunciado cierto^ * 

3 pertenece al conjunto de validez* 

(d) Como 2(3) + 1 « 2(3 + 1) es un enunciado' 
fa^Lso^ 3 no pertenece .al conjunto de validez . 

(e) Como 3 + ^ » 2 es un enunciado falso^ 3 no 
pertenece al conjunto de validez • 

(f) Como 3(5) « 5 + 2(5) es un enunciado cierto, 
5 pertenece al conjunto de validez. 

^. (g) \CQmo X3) +. 2(3) 3(3 + 2) es un enunciado 

falsO) 3 no pertenece ,al conjunto de validez* 



2^ (a);{|} , (e) cO; 2) 



(b) {1, 3} (f) {4f . 

<c) ^ <g) {|} 

(d) "{13 (h) 0 * 

Esto requiere el an^lisis de por lo menos varios 

de los enunciados expuestos* Una posibilidad es 
X = X + 1. . / 



Pjiglna 46 , ObsSrvese que tenemos el cuidado de leer una 

V ^ ' 1 * • * " 

fdrmuia, ppr ejemplo la . V * ^Bh, ccwno un enunciadQ||icerca 

de niSmteros y no acerca de unidades cuadradas o unidades 

ctiSbicas^ El usJ cprriente no es tan preciso^ pero es 

importante^ i^or lo menos al principio^ asegurarse de que 

el estudlante entle^da que las operaciones . suma y multipli- 

caci6n se aplican ^ los numeros ,y no a las ^ulgadas^ a las 

manzanas^^ a las rectas^ a Jos segmentos, etc. 

P^gina 47 . Conjunto de problemas 3-3b, Estos problemas 

contienen formulas importantea de apllcaciones que pueden 
ser conocidas o no por algunos estudlantes* Sin embargo, 
esto no debe producir dif icultades> puesto que nues|:ro 
uso de las ftfrmulas es independiente de las aplicaciones* 

En capftulos posteriores, continuaremos ofreciendo prScticas 
con £6rmulas . 

Respuestas al Conjunto de problemas 3- 3b ; p5ginas 47-48: 

5 > 
1. C = 9(86 - 32) 2. i = .prt 

C » |(54) 120 = 1000(0. 04) t 

C » 30 . 120 - 40t 

C es igual a 30. t es igual a 3. 



i ' 1 

3. pv • f V * A " "^(B + b)h 

(15)(&00) « 75(V) 20 - "ICB + 4)4 

<:i5)(5)(120) » 75(V) " 20 «.^(4)(B + 4) 

(75)C120) » 75(V) l 20=* 2<B + 4) 

V es igual a 120. B es igual a 5. 
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Pggi na 48 . Pronto empezaremos a 4ecir (p5gina 55) "gritfica 
del enunciado abierto" en vez de lo que es menos c6modo . 
pero mils precisbi "gr^fica del conjunto de validez 'del * 
enunciado abler l:o'\ 

En el ejetaplo (f) no hay que inquletarse por la 
"r epresentacidn grgflc a" del conjunto vaclo. El hacerlo 
con riinguna grSf lea o con una recta num^rica sin puntos 
marcados es correcto. 

Para mayor conveniencia al hacer problemas que se 
refieran a la recta num€rica.,-paede resultar cdmodo el. 
dlsponer de varies copias; en hojas dlstlntas, de represen- 
tacipnes d^ la i^cta num^rica, para el uso de los" estudian- 

tes ' . " . 

En cuafquiera de los conjuntos de probleraas en que se 
pide al estudiante determinar el conjunto de validez, trStj 
de que verifique sus rgsultados^para estar seguro de-que 
encontrado todog -los .niSmeros q«ie hacen cierto el enunciad< 

Respuesta^s al Conjunto de prqblemas* 32.4^ pUginas 48-49 : 
Conjunto de Validez Griif ica 



1. {3) 

2. (3) 



3. 0 0 



*- 


-t- 


1 

2 


• 


1-^ 

4 

— 1 


— r 
— 


H — 
0 

-4 — 


— 1 — 

1 

— 1— 


— «-H 

2 

1 — 


3 
— h— 


4 

— f — 


5. 
— 1— 



4. Todos los ndtneros. 



> I I 1 I j 

0 2^ 3 4 5 



SO 



/ 



. Gonjunto de Valldez , 

5.- {0): .\ 

d. Todos "los niSmeros 
excepjco 3. 

7. (|) 

8. Todos log niSmeros 

. 4 
e>ccepto 



0 



—1 — 1^ — 



.4 
+ 



5 > 



4 



243 



-K> 



I ± 2 

9 



. 9. 
iO. 



C O, 2) 



0 



2 



3 

-1 — 



.0 12 3 4 5' 
Respuesta3> at Conjunto ^^ ^e•^ ^probleInas 3-5 ; p5gina 49: 



1. 


Falso • 


7. 


Cierto 


2. 


Cierco 


• 8. 


Falso 


3. 


.^also • 


9. 


Cierto 


4. 


Cierta 


10, 


Falso 


5. 


Cierto 


11. 


Falso 


6. 


Cierco 


12. 


Falso 



R-5Spuestas al Coajunto de problemas 3-6 ; p4glnas 50-52 : 
1. (a) La grSfica es la gr^flca del conjunto.de 
validez de 2 + x =»'4. 

(b) La gr^fica no es la gritfica 'del conj jnto de 
validez de 3x«5jporque 3(2) « 5 es falso . 

(c) La gr^fica es la gr^f*ca.del conjunto de 
valideaMBBiy « 7 • 

(d) La gr^fSEa no es la gr^fica del conjunto de 
validez de x> 1, porque el conjunto de 
validez consiste en todos ^qs ni ^eros mayor es 
que 1 * 
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<a) La gr^ftca no as la gritflca del coBjunto 

de validez de 2k> 5^ porque 2(:^) >^e&i|alsOj 
por Xo-canto. |„oaebe ser^a«iL « 



—i 

0 




— 1— 

2 


-t- 


H- 

4 


t- 

— < 






3 


4 


0 




-<)- 
2 

— 1 — 


— 4— 

.3 


— ^ 

4 


■t- 




2 

•i 


— ♦— 


-T 



H 1- 



2 3 4 

(J)" ' ♦ I I I 0 - 



12 3 4 

(k) A } ^ 



4 



(s)" rrm-r (p) i-t-m-t-r 



5\ (a) X = 2 (d) X > 1 - : ; 

- /\ WW i . " 

(a) to. 12) *. < >L < I I I 

(e) (0. 1?8. 3. 5) ^j, , { j j ^ . 



5. (a) (3) \ \ \ W 1 i . 

w i|) • - i|H i i i i 

(c) 5 y todi)s los — I I y| i \ \ 

nvSmeros mayores que * ' • 

^ y menores que 5. 
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>(dj Todos los niimeros i I i l » I J ' I 

jtt^ores que 3. . • *' 



UX/;<)\ 5,^ y todos. los >V ♦ .1 I |i ♦ I 
vr , . 0. I. . a ^ # B « 

; .niSDaeros|aayores ^ . * 



que 0 y menores :^ ♦ 




1- . > * 



6. En 4, todos los conjuftt^s* d^ validez son finitbs 
En 5 r* l<3s .<it)nj4ntos de validez de. ios enunciados 
en (a) y (b) son finites. '** _ ' 
>ggina 52. Utilizamos la palabra "cUusula" .para denotar 
un enurtQfado que es- parte <ie uri enunciadq* compuesto, 
r-. justamente como eii la situaeisn lingUlstica coi-respondiente. 
La .palabra es conveniente, i^^ro nd muy importante. f , 
Respuestas al Con junto de problemaa^ 3-7a ; piigina 5^: * ^ 

1. Cietto * 4. Cier^o . 

2. 'Falso/ • " 5. Falso ; 
^ -'3*. Falso 6. Ciert6 
Respuestas -al COn.junto de "problemas 3-75 ; p^gina 53 > 

, '1. -Cierto 4. Falso . . T 

2. Cie3?to . "* 5. Falso , ' 

3 . Falsb ■ , • • 6 . Falso' ^ ^' ■ 
Respuestas al Conjunto de *problemas 3"8 ; pUgiijas 55-56 f 

l u i u 11' n " 

i- • t hi i J..t| t- ,1- i 1 i t. i . 



•V- 



2 



.S3 
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Re spues tas al Conjunto .d^ ' problemas 3-9 ; p^lginas 56757 : 



'1. {63 

• 2. Todos los niimeros 

« ' menores que 13.. 
3 

a. { 2 } ; 

5. TQdos Itfs niSmeros, 

7- (1, 23 \ 

B. Todos los iwSmefps 
mayor es que 6\ ♦ 

9 ; Todos los ndmeros , 
excepto 0, 

10 . . Todos los .niSmeros , 

excepto 2 ♦ 

XI. (2) 

12. ^t2y ; / :^ 

13 ♦ Todos**los niJttnero's* 

• mepores que 3. 

14* Todos los *numer OS * 

^ mendres que 3^* 

15* {3} ^ . 

16. { 3 } • _ . 

17. { 1. 2} 

18. t 1 } 

5.9. Todos los numeros . 
20. 0 • 



t 1'1 I 1 i » • •■ 
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Pagffta 57 . El orden en que se presentan las secciones 3-10, 
«3-;ll, y 3-12 puede parecer extrafio, con los elanentop-* ' 
neutrales en primer t€rmino, las. prppiedades de clausura en 
s^gundo t^rraino, y las propiedades asociatlva y conmutativa 
eri tercer t^rmino. Se escogi<5 este orden, porque para, * 
enunciai* las propiedades del 1 y del 0 se requiere solamente 
una variable en cada caso\ mientras qfue para enunciar las * 
propiedades de clausura se requieren dcx^ y para las propie- 
dades asociativas, tres. be este modo, las propiedades que 
son mis fiiciles de enunciar vienen* primero . ^ • 
P^gina 5g . Obs6rvese que un enuncirfdo abler to que express' 
una de las propiedades fundamentales es cierto para todos 
los valores ,de las variables. Tales enunciados proporcionan 
ihformacidn de. "estructura" o de "modelo" acerca del sis- 
tema numfirico ♦ • ' 

' ' La propiedad multiplicativa ^1 0,no es, c<iwno las' . 
btras, vinA propiedad fundamental del; si^&na de los numeros 

reales (no aparecerfa, pc^ ejemplo, entre los axiomas de un 
' ' ■ " • « , jtk 

cuerpo ordenado), pero puede deducii^^ de las otras propiS- 

. dades, y se incluye aqui porque 'deseamds que el estudiante 
la utilice.. ♦ * * . . 

Pjjgina 60 . Conjunto de problemas 3-10. Si ^e desea, 
pueden darse a los estudiantes instriicciones adicionales, 
*&l'go asi corao ^sta:- Antes de efectuar c^lculos realmente 

complicados"., texamina de. nuevo ^1 problema y trata de ver 

' ' " • ' ' ' ■ je 

si hay alguna *maner# m^s f iicil . , 
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Respuestas al Conlunto de problemaa 3-10 ; p^ginas 60-61: 

1. |t|-|(|)+|(|) ' V 



2; ^^^'My^M^ 

^ 21 . 10 

y (7^H-'|)(6) . 
V (f)(6) ^ ^ 

^•46. 



. |)(gQ) . • 

\ ID + 12 . . 



4 



,22 , • r 

\5. 27 + (1^ + ^) - 18 = 27 + 18 - 18" . * ' .. 

, * * « 27 + 6 
. = 27 

is. ||5^7 + 0.5) - ) - ^(4 -' 4) 
; ' ■ • ^§(0) 





7. IftS^ + I + ^ - 165^^ + |(|) + 

» 




o + 3.7 

■'.■"'•« 17 ■ . . • . ■ • ' ' 

9. (6 - .6)(46)(56) |7 - |(12)) -. p(46)(36) ^7 - 
10, if- - 5)(3)(5280) «^ (|')(5)(5280) 

» (l)(5280).^ 

* ' « 5280 . V 

- - - - - . ! * 

(a) El otro debe ser cero. 

(b) Por lo menos uno de los nt&aeros es 0* 
j (c) La otra propiedad l%licada aqul es la^ 

inverse: / 
si ab " entonces a es 0 dTK es 0, 
Volvemps' a esta propiedad del 0 en el Capl^tulo 7 . 
Pj[glna '61 . Las propie4ades de clau'sura del conjunto de los 
ndmeros de la aritmfitica est^tn impltcadas en el slgnif icado 
de las operaciones de suma y multlplicacitfn . Al estudiante 
debe recor^^rsele una y otra vez qu^e + b" ®s numeral 
Xm^s blexi jque una orden para efectuar iirla operapi^n aritm^- 
.tiea) , y la referencia a Xp, propiedad de claysura es xyfia 
manera conveniente ,de recalpar este datalle. 
> Pigtna 62 . ^ Encerramos "a -h b" entre ;pltr€ntesis, porque 

ahora afladimps c a la suma > Vor lo tan^O| deseamos 

^ % -^^ " ^ " ' • 

recalcar que '*a '+ b^^ ep una suma Indicada, 



Lo que hemos hecho es traducir el enuncia<io lingujsticp 

de Xa propiedad asociativa obtenido en la secci6n' 2*-3 al 
lengua^e del illgebra. Este es un ejemplo de un tipt> de 
piroblema que se considera m^s. siBtematicamente en el ^ 
Capltulo 4. Alguiios estudiantes encotitrar^n f^<jil •obviar 
el enunciado lingiilstico e ir directamente de los ejemplos 
num^ric^s ail enunciado aigebraico de la propieaad. Esto 
pjLido^haberse hecho en la secci6n 2-3 v salvo que entonces 
no tenfamos variables , y por ello tenfamos que depender de 
un enunciado linglifstico. La comparacidn del enunciado' 
linrgtilstico con el enunciado aigebraico ,mtiestra^*la venta^a * 
del laltimo, tWnto en clarlcjad .como e'n simplicidad. 
Pjjgina ^3. La propiedad asociativ^de la multiplicaci^n, 
enunciada^ eri* el lenguaje^del Algebra, es:* 

Para tddo numero " a/ fodo numero y Codo ntSmero c, 

^ 4ab)c * a(bc),. } • ? 
t^jfgina 63 * ^•Al escribir- frases en "otras-' formas" , nos 
gustarfa utilizar la expre^i^n ^^forma mils- sencilla", para 
d-escrlbljr^ el resultado final. AuQque en 1^ may6r parte de 
los casos es bast|int^ ^bvio cu^ndo una forma esm^s sencilla, 
que otra, parece s^r virtualmente, imposibl^^jiai: una biretfa 
definicidn "(ie ^^^sencilla*^ . Pojr lo' tanto^ nos confoijmaremo^ . 
xon usar la expresi6n en situaciones concretas en las que no 
haya posibilidad d^^confusi6n y no ^trataremos^e d^ir una * 
definioi6n general* £a idea impqirtante aquC es que, "cuando 
utilizamps Ids propiedades fuiidamentales para estribirvuoa 
frase efh otra Jfqyma^^lls sencilla,'' m^s concisaj m5s iJtir, *^ \ 
m^s f^cil de escribir^ ^m^s facfl de lefer^ mejor para efectuar 
el ciilcula, etc.). el resultado es nina firase que" repre^enta el 
tnism® niSmero que la frase dada. ^ 



P^gina 63 . La idea aqul es recalcar que exigten operaciones 
blnarlas may corrientes qu^ oo s6n ni conmutatiVas ni asocia- 
tivas* (Obs€rvese que (12 ^ 6) 4 2 » 1, mientras que * . 
X2 t. (6 4 2)'»« 4; y (2 ^ 3) *^ 2 « 64, mientras que 
2 (3 2) « 5lS*) Se considera que ejemplos tales como 
^ estos son necesarios, puesto que es bien obvio-que las ^ ^ 
oi>eraciones*.de /suma y multiplicacidn tienen esas propiedades. 
^^§in embargo, no se debe emplear mucho tiaaapo con estos 
( ejemplos (o con los problemas *6|a *8 del Conjunto de 
/ problenaas'' 3-12) / porque no consftituyen un fin en sf mismos* 
U pgglna 64 . Conjunto de problemas 3-12, Los primeros dos ^ 
I problismas constituyen una preparaci6n para el trab^jo con la 
propiedad distributiva • En el problema 1, conviene decir 
^ •'forma mis sencilla*' . 

Problema 3. Este problema destaca Id' que es ahora un 
segundo modo de consider ar los <!t>n juntos de valideE de . 
enunciados abiertos, Al principio del capftulo, conjetu- 
ramos\ tales* conjuntos de validez; ahora vemos que para 
ciertas clases de enunciados su verdad para todos los » . 
vaiores de las variables comprendidas es una consecueneia 
de las propiedades fundamentales de las operacxones. 
• ; Respuestas al Cofa junto de problemas 3-12 ; piginas 64-66 : 
1. (a) 2^n . ^ . (d) 5-abc 

\b) 15p^q . (e)^ iOOab 

(c) 6n^m ^ " (f) 56x 

^ 2. (Aqui. sugerimos tres formas para cada uno.* Sin 
embargo ,^abr5 otras que sean ^aceptables, que 
pueden ser verificadas ficilraente'por el maestr<l.) 



(a) |(2a)(4b^) (d) (x)(xy2) ' 
. .,^(8)(ab^) . (xy)(xy) . 

(to)(2b) ' (?cV)(y) 

(b) (7)(ab2) (e) X6^ta)(abc2) - . 
(7a)(l:)2) ^ (4a2)(l6bc2) ^ \ 

(7ab5(to) (Babe) (Sac) 

(c) •(5m)(2n) (f) .(2c)(l) 

<2m)C5n)^ . (2)(c) • . 

(2inn)jt5) I • il)(2c) 



(a) * Cierto para todo ntSmero m~propiedlid conmuta- 

tiva de la multiplicaci<5n^ ' 

(b) No eg cierto para t:odo ni^ero m, 

(c) Cierto para todo n^ero a, todo niSmero y 
tolio niSmero y» * 

(d) Ci^i;to para todo ntSmero x, y todo ntSmero 
y«**pirapiedira ^mautativa de la surna* . 

(e) No es cierto para todo niSmero a, i:odo ndmero b 
y todo ntSmero c.^ 

(f) Cierto para todo ndmero c— -propiedad conmuta- 
tiva de la suma 

(g) Cierto para vtodo ndmero b~propiedad conmuta-- 
tiv^ de^ la multiplicacidn. ^ ^ 

(h) Cierto. para todo njinero^^ todo nCteero v, y 
^ I tpdo^ni&iero E—propledaii asociativa de la 

multiplicaci6n. ^ * . 

(i) Cierto par^a todo nt^ero m, todo ll^ero n, y 
todo nilmero s-^propiedad asociativa de la suma 

(j) No es cierto para "todo* niJmero y todo ndmero 

(a) A no ^s cerrado respectp^de la suma* 

(b) » A es cerrado respecto de la multiplicaci6n» 

(a) S es cerrado respecto de la suma. - . 

(b) S es cerrado respecto de la multiplicacidnU 

. -J ■ 



*6. 



Si a«to ' ei^ 


2o6 es 


^06 es 


602 es - 


(302)0^1 es • 


■ ' " v 


' . ' ' ■ ' 

.2(2)+6 

A'" " 


"2(|)+6 
1 + 6 

^■'■2; 


2(6)+2 
6+2 


2(a(3)+2)+4 . 

,,2 


(a-a)b : 
(a+1 ) (5+1 ) 


(2-2)6: 

(2+1) (6+1) 


(|"^|)6^ 

14(3) ; 
X|+l)(6+l) 


'(6.-6)2 ' 
64.(2) 
(6+1) (2+1) 


|3-3)2-(5-5)^4 
^4(2)4(1^) 
((5+l)(2+l)+3^4+^ 



*?• (a) Si a^b slgnifi^a 



a + b 



entonces b^a > 



b + a 



.1. 



^ , _ 2. 

4 + b « b + a ^^pi;opiedad conmutativa de la suma 



a + b 



b W- ' a 

-2 



\ 



2 

a«b » b«a . * 
La operadi6n deflnlda aquf es conmutativa.' 

(b) " Si a> b significa (a-a)b> entonces b»a 
- significa (b-b)a. ' ^ 

' 0 « 0 

. Xa-a) - (b-b) . 
* (a*a)b « (b-b)a 

'^La operaci^ definida aquf>es coniq.utativa « 
^ • . * 1 * 

(c) ^ Si a^ 1^ significa •a '+ ^b J entonces b^a 



significa b +^a, 
\ Entonces 3«6 



3.+ |(6) 



.603 « 6 + ^(3) 



Pero el enunciado 3 + ^(6) « 6 .^<3) es 
falso^ por tanto, la operacidn que se define 
aquf no es conmutativa • 
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(d> Si a*b significa (a+l) C1>^-l) » entonces b«a 

significa (b4-l)(a+X). . /*■ 

(a+l)(b+l) (b+l)(a+l) propiedad conmutativa 

• s ■ • ■ , ' 

. ; • de la inultlplicaci6n 



a«D = D«»a • , 



La operacidn defipiida aqCif es conmutativa. 
\*8. (a) Si para todo iwlmero. ^, 7 /^odp ndmero b, 

a«b" » ~, ies (4*2>5 « 4»C2<»-5) un enunciado 



\ : • cierto? 

1 B . 



t 4 + i 



* ^ ''^ ^ " 84-7 \ ^ n ' 

Puesto que el enunciado « es* falsojf 

•> . * la operaci6n no es asoclativtf * 

\ . V . (b) Si para todo niSmero a, y todo ni3inero b, - V 

* / ^ * 

/ * ^» a»b « (a-a).b, ^es .(4»2)»5'« 4«(2»5) vin enunciado 

; . cierto? " * . 

• ^ (402)05 » |[4-4)2 - .(4-4)^ 5 W 

= 0 

40(205) « (4-4) ((2-2)^ ' . 

• . , =5 0 . • ' , \- ■ . , - 

' ^ Puesto que 0 = 0, la 6peracl6n es associativa 

\ para estos ndioieros particulare3 • 



t 



I 
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Obsetvamos, adem^s^ que 

ia<»(b*<s) » (a-a) ^to-b)^ 

- ; ■ =1) ■ 

Asl, llegamos a la conclusidn de que la 

opera<^5-6n es, asociativa. 

Si para todo n<Smero*a, y todo niSmero b, 

a«b « a + -^-b, ^es (4'»2)»5 » .4e(2<»5) un 
enunciado cierto? 

(402)05 = (4 + |) +1 

19 11 

Puesto que el enunciado ^ » 4 + r^* es falio 
la operaci^n no es asocidtivav 
Si para todo ntSmero a, y todo ndmero b, 
a^b - <a + l)<b +1), ies (4«2)*^5 - 4^(2o5) 
un enunciado cierto? 

(402)05 - |4 +a)(2 + 1) + a) (5+3) 

'= (16)(6) 

40(205) = <4+l) ((2+l)(5+l) + ^ 
= (5)(19) ■ 



9 v3 
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Puesto c|ue el enunciado (16)( 6) ^ (5)(19) 
es falsoy la operaci^n no es asociativa* 

P|[glna 67 > Debe hacei^se hincapi^ en que no hay c^tro 
propiedades distrlbutiyas distintas* La propiedad distribu- 
tiya es la que se enuncld primero y las otras tres propie-" 
dades son sencillamente formas distintas de la primerji y 
se obtienen utilizando la definicl6n de igualdad y la 
propiedad coninuta|;iva de la inu],tiplicaci6n* 



Respuestas al Co^lunto de 


1. (a) 


6r + 63 


(to) 


"ba + 3a 


(c) 


+ xz 


2. (a) 


3(x + y) 


(b) 


a(in + n) 


(c) 




. 5. (a) 


l4x + 5x «= (1^ 



(d) 
(e) 
(f) 

(d) 

(e) 
(f) 



7x + X 
48 + 50 
ab + 

|(x + y) 

(2 + a)a 
x(x + y) 



, ■ » 17x / • 

(b) |x + |-x = (| + |)x 

(c ) |a + + ^ e |a + |a + 5b 

\ ♦ =. (| + i)a + 5b 

= la + 5b 
= a. + 5Ty 

(d) ^ -Tx + 15y + &cl?^ ='7x + 2x + 15y + 5y 

= (7 =H 2)x + (15 + 5)y 
^ = 9x + l6y 
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<e) 4x + 2y + 2 + 3x « 4x + + 2y + 2 

. ^* a (4 + 3)x + 2y + 2 
. '*» 7x + 2y + 2 

+ 6.2 + 7.TX = + + 3.7y + 6.2 
' • ^ ^« (1.5 + 7-7)x + 3.7y + 6.2^ 
* « 9. Ox + 5.7y + ^.2 

(g) 2a + + 5— Ho h|iy forma alguna w&s sencilla, 

Pdgina 69 . En el estudid\de las aplicaciones de la propiedad 
distributiva, un uso libreNie los par^ntesis ayudar^ a 
destacar los tres nwmerales que ihter'^enen ; en la propiedad. 
pgglna 69 . Ejemplo''3. No hemos explicado detenidament^ 
los detalles en este ejemplo, porque pueden parecer demasrado 
formales. al estudlante en esta etapa. Cireemos que aceptar^ 
esta versl6n ligeramente ampliada jie la propiedad distribu- 
tlva sik protesta. . Si no la acepta, aqu£ est^n los 
detalles: En el precise momento de escribir 3(x y + z), 
hemos utllizado la propiedad asociativa para poder prescindir 
de sImbo3)os de yagrupaci^n dentrp c\,el par^ntesis. Para 
aplicar la prqpiedadj distributiva com^ l*a hemos enunciado, 
sin* embargo/ tenemos que poner nuevamente los slmbolos de 
agrupaci^n. Asi, el primer paso se convierte .en 

. 3(x + y + z) » 3^x + (y V zj) , ' 
o algdn otro agrupamiento, si sd prefierfe. Entonces^,, por 
la propiedad distributiva a^licada dos veqes, tenemofi 

= 3x + 3(y + z) ^ 
, = 3x + (3y + 3z) . 

Finalmente, aplicamos la propiedad asociativa una vez m^s 
para permitirnos escribir, sin par^ntesis, 

^ » 3x + 3y + 3z. 



5. (m. +. n)(m + n) =.Cm + n)m + (m + n)n 

" 2 • 

= m . + mn + mn + n 

o p ' 

= m + Imn + Imn + n " 

^ = m +(1.4- l)mn r n 
» , , ^ m + 2nm .+ n- 

(2P t q)(P + 2q) ^ (2p + q)p + (2p + q)2q 

^ ^ ^ ^ = 2p'^ + \l + 4)pq + ,2q^ 

. . / ^ \ - 2P^ + 5pq + 2q^ 



P^grjitias 71-72 . ^ Este fesumen de'propiedades es muy impor-> ' 
tante. Deseamos que el estudiante empiece a consideirar el 
.sistema de los niSmeros mds y m^s a menudo en t^mlno's de las 
propiedades fundamentales^ de tnodo que eventualmemte. cas^i 
tiocTo 1© que haga con numero§ lo Wftr^ con estas propiedades 
en la mente, Esto no lo.lograr^n muy r^Ipidamente muchos 
estudiantes, pero, hacia el fin del cur so, es de esperar que 
^^la mayorfa habr^ "progresado hasta el punto de poder tengr 
la meta a la vista* . . > * * I . * 

La list.a de propiedades obtenida hasta este punto no *^ 
est5 completa.* Todavfa debenios introducir los ndifferos 
negat^vos y obtener las propiedades de la ordenaci6h. La 
lista estar5 completa para nuestro*s prop6sitos» al" final del, 
.Capfttilo 8. ' 

Respuestj^s al Con^unto de probleifnas 3-14 ; p^ginas 72-73: 



1, (8 X 3) + 2 


- ^6 


..8 + (3 + 2) 


= 13 


8 - 


- 3) X 2 


= 2 


8 V (5 + 2) 


= 40 


(8 + 3) + 2 


- 13 


(8 


« 10 


(8 X 3) - 2 


= 22 


8 + (3 X 2) 


= 14 


8 - 


(3 + 2) 


= 3 


8 X (3 - 2) 


= b ' 


(8 + 3) >^ 2 


= 22 


(8 


- 3) + 2 


= 7" 


8 X (3 X 2) 


= 48 


8 + (3 - *2) 


= 9 


8 - 


(5 - 2) 


= 7 


(8 X ^) X 2 


= 48 


(8 V3) - '2 


- 9 


(8 


-51-2 


= 3 



Este es un estudio interesanf e sobre disposiciones . 
Ei 8, 3.y 2 son fijos» El primer o de los signoS ^ 

• puede ser X, + 6 y por cada uno de €st;os, el 

' segundo de lbs signos puede ser x,"+ & - ^ Entonces" 
*se pueden in'sertar los par^ntesis, de dos maneras*: 

a^rupando los do's primeros t4rminos o fos dos 
> dltimQS. Despu^s de hecho ttodo esto, es interesante 
observar las^xpresiones que\ s^bn nombres para el* ^ 
mismo' ft^.ero. Por ejemplo: * ^ ' : 

8 -''(3-+ 2) »^"<(8 - 3) -'2, y en el Capltulo 7, 

• S:^ (3 + 2) ==« (8 + 3) + 2, mostramos por qu^ 
8 X (3 x'2) = (8.x 3) X 2 /• esto, e^ as.£. - 



(a) ^.5 + 5x (h) a(5x + 2y) " 

, ^. 2x ^5 ^ '^ '^^^ ' 

(b) |a(5 .+ 2) -6 a(^ + Tj-) ^ (7 4- y)y 

P 5(53(19) <1 +5a)b . 

G 15(11(19) + 1^ (ij 2a^.+ 2ab f ^ac . . ^ 

'•• o . 165(19 + 1) . (m) ,(u + 2v)u + (u.+ 2v)\ 

(d) (1 + 2)c = + 2uv + uv + 2v' 

ly + ly = + 5UV + 2V^ ■ 

/ ' (n) (a + l)a + (a -+ l)l 



(f) xy+*x 



< = at" 4 la' + la + 1 



.{'a*) I7x + X t (17 + l)x 

^= l8x , » . 

(b) 2x + y + 5x + V'h 2x + 5x + ly ly 

= + ?)x + (1 + iV 
' * •= 5x + 2y 's. 



(c) 3(x + 1) + 2x +'7 * 5x + 3 + 2x + 7 

= 5x + 2xH»3+7 
* . = (5 + 2)x + 10 • 

r .= ,5x + 10 , , 

(d) 1.6a +0.7 +0. 4a +0. 5b «= 1.6a +0. 4a +0*7 +0.5to 

' , • . = 2,0a -0.7 +0.5b 

M by + 2by ^ {1 + 2)by , 

= . ; • , ■ ♦ , 

(f) 9x + 3 + X + 2 + llx = 9x + lx^+ llx + 5 + 2 
\ = (9 + 1 + ll)x + 5. 

*• > . . ^ 21x + 5 



* 

Puesto que (2 +3 +»5 + 7) no es divisible por 
,9 , no podemos usar la propiedad distributiva para 
escribir 2357 como el producto de 9 y un niinero 
cardinal, as^ encontramos que 2357 no eg divisible 
por 9 . : 

35874 = 3(10,000) + 5(1000) + 8(100) + 7(10) + 4{l) 

- 3(9999+1) .+ 5(999+1) + 8(99+1)* + 7(9+1) + 4(1) 
= 3(9999) + 3(1) + 5(999) + 5(1)' + 8(99) +t8U) 

7(9) +7(1) + 4(1) 

7 (3(9999) + 5(99^) + 8(99) + 7(9)) + 3(l)+ 5(l) 
8(1) + 7(1) + 4(1) , ^ » 

= {5(1111) + 5(ill) + 8(11) +*7(1)) 9 V (3 + 5 + 8 

7 + 4) , : 

= (5333^ + 555 +, 88 + 7)9 + (27) * 

- (3333 + 555 +*88 + 7 + 3)9 ^ 

Por lo tanto, 358^74 eg divisible por^ 9^ 



/ 



* ' .xi reglaj jque revela estp, *es que fei la , ^ 

. siam^?;)^e:/las ci|rjis de-,un nxlmero es divisifcle por 9, 

, ^1 n^jmero es d'ivisible por 9, * 

.*SV- 1^. X 13 » 19(ia + 3# . / • 

' =jl9(10) +19(3) - propiedad d'istributiva 

. / V * 'i9(ior+. (10 t 9)3 • ;' 

/ • «n9(10) + fl0(3) + 9(3)) - propi-ed^d distri 

\ butiva 5 

»=fl9(10)V+ 10(3)Y + 9(3) propiedad asocia 

" ' \ \ tiva de la suma 

= (19 + 3)10 .+ 9(3) V - propiedad distri 

" . . ' - ' \ but;iva 

15 X 14 * (-15 + 4)10 +20 • . 
13 X 17 = (13 +7)10 + 21 . 
.11 X 12 = (11 + 2)10 + 2 " 
Respuestas a los Problemas de repaso ; p^ginas 73-76 : 
-1.' (a) H es el eonjunto de los enteros impares 

* iriayores que 19 y menores que 51, 6 el con-^^ 
junto de los enteros impares ^1 21 al 49^ * 
inclusive. ^ ' - 

(b) H es un subconjunto de A, pero A pa'^es un 
subconjunto de Hi / * 

(c) ^ El eonjunto H es finite; eljfconj'uato A es 

infi^nito. / ^ 

2. Puesto que,-^ es equivaleitite a ^ Y 5 es equivalente 

20 ' 
a la coordenada ^e un pup'to entre los dos 

19 ' * / 3 ^ 

es Hay una infinidad/de puntos.entre 4 y 5 • 

El eonjunto' T es cerradp;^especto de la operaci6n 
de suin.ar, puesto que /a Suma de dos' elementos da un 
m»3ltiplo efttero de 3^ El eonjunto T no es cerrado 
respeeto d< la operaci6n de "caleular la media 
aritm^tica", puesto que la media aritm^tica de dos 
elementQS (iaies como 3 y 6) no es necesariairfente 
un enters . / . • 



(b) "2 no es un valot admisJLTble de t. 
*Tr es uji valor admisible de t . , J 
2J, es un valor actaiisibjre de t. • 

/Jl es un valor admisible de t. 

~ no es un valor admissible de 
2 

»/2 no es un valor admisible de t. - . 

.(3 + 1)^'= (5 ■+ 1)(5 + 1) 

= (5 + 1)5 + (5 + 1)1 . 
. r 5^ + (>)(1) + (5)(1) + 1^ 
• = 5^ + 2(5) (1) + 1% 

(5 + 2)^,= (^ + 2H5 + 2)- * ' . • 
= (5 + 2)5 + (5*+ 2)2 , . 
= 5^.+ (5)(2) +;(5)(2)V22 . ^ 

= 5^ + 2(5)(2) +2^ 
2 2 • 

.. =(i^f)(|)*(|-^|)(|) 

..=-.(i)N(i)(|)Mi)(|)^'^|)' 
•= (i)' . . (1)1 

Pa'Ta todo a, y todo b, 

(a,+ b)^ = a^ +'2ab + b^ 
Demos traci<5n: 

(a + b),^ = (a + b)(a + ^) 

= (a + b)a + (a + b)b 
« + (b)(a) + (a)(b) + 
'= + (l)(a)(b)+ (l)(a)(b) 



- a^ + (1 + l)(a)(b) + b*^ 

• 2'^1 * 2 
= a + 2ab' + b 
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6. (c) 

♦7. (a) J 12 J J 

(b) (6)/ 

(c) (43 



(d) (3/ 

(e) C2) 

(f) n) 



% 8. SI m es un nt&iero de la aritmktica, los con^untos 
de valldez son: 

(U) El conjunto de todos los r«Smeros de la aritm€- 
- tica. ' * 

■ ^ (c) . (0) ' " • . 

. (d) 0 • ' V ; 

' / El conjunto de validez de (d) .es un subconrjun;|o 
todos los otros* . ^ 

El conjunto de validez de (b) es un subcon junto' 
solamente de sf mismo. 

Si 'el dominio de m es el conjunto de ios niSmeros 

» 

naturales, los conjunto.s de validez son: 

(a) (1)' ■ ^ • ' . 

(b) El conjunto de todos los niSmeros naturales. 

(d) 0 

9. (a) 3 es un elemehto de T. 
(b) 2 es un elemento de. T . 

(•t) 0 es un^subc(^n junto de T (0 es un subconjunto 
de todo conj.unto.) 



10. I I I I 

0 1 2 3 ■ 4 5 



11. (a) 0 
(b) CO) 



(c) 0, y todos los nUmeros entre el^^k^ ^2 • 
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12. (a) El enunciado es. ciertb. 

. Ob) Todo Xo que se necesita es observar que 

(8 + 1) > (4 +, .5) son nombres para *el mismo 
niSmero. ^ . 

13. (a) Cierto (d)" Cierto 

(b) Fatso ' (e) Cierto. 

(c) Cierto (f) Cierto 



3.2 2. a. i 



i} ^ |)(6o) ' ^ 

^ (^)(60) ^, . 

_ 36 + 40 ■ . ■ ' 

15. 3x^7 + 2x + 3y - (3x + 2x) + (y + 3y) por las * 

propiedades asociativa y» conmuta- 

• ^ * 

tiva la- suma 

- . = (3 + 21^ + (1 + 3)y por la pro-- 

pledadf dis- 
* * tributiva 
= ^x + 4y , 
JPuesto que las propiedades asociativa, conmutativa 
. y distributiva son, ctertas para todos lbs riumeros^, 
* * 3x + y + 2x + 3y = 5x + 4y 

par/i todos los niSitieros • 
16\ (a) (x+l)(x-i-l) ^.<x+l)x + (x+l)l distriblitiva 

= x + X + X '-I- 1' distributiva ^ 

2 * " 
. ^ X + (•l4l)x 4- 1 distiy^butiva 

=^ iv 2i». ^ 1 

2 

(x+2)(x+2) = X + -4x + 4 como arriba 



1 
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<b)- + 6xU 9/« ^ (3 .+ 5)x + 9 



distributive 



V': \ \;= (x + 5)x + (x + 5)5 distrilSutiva 

- • . \ , . . Puesto cue x + 3 as un 

* ^ / ' V ' nxSmero por la propifedad de * ^ 

* ' * * clausura ^ * . 

\ = (x + + 5) dlstrlbutiva ^ 

♦ * El eatudiante, ^st5 mAs incllnado a pensar que como 

(x + l) (x + 1) y (x 2)(x 4- 2) fueron ios dos 
primer OS productpsj (x + 3)(x + 3) serla nh product© 

y ' ' ' 2 • -< 

^ V probc^le para obtener x + 6x + 9 .. Si demuestra * ^ 

* que (x + 3) (x + 3) = x + 6x + *9 , considerarfamos 

est^^procedimiento adecuado. ^ * 

. '* / - • ■ 

H ^ » 

* . , Capltulo 3 * ^ 

v ^ Sugerencias para ex&Jhenes ^ ^ . \ 

1. ^CuAles de los siguientes enunciados son ciertos y 
' ^ curies son falsos? ^ ' \. • 

: (a). 5 1-6+^i ; . i'c) a 2 • ' , ' 

(to) -9 > 11 5 V ■ ' (d) 5 + 5 7, ' • 

2 . ^Cu^les vde los . si^uieptes enur>ciados son ciertos y , 
cu^le* son falsos? . " * 

(a) .^>| y - 1 / ■ 

♦ 

(c) '6 +,1 = 3%l6y 7 • • 

^ . " ' 
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^Cuilles de los siguientes enuticiados son? ciertos y 

. . ■ \ ■ ~ » - . ' 

curies sot? f alsos? , v -j-- 

(a) (18 - lO) - i^ 4 18 - (10 - 4) . • 

(.b) (18 - 10> - 4 y.l8 - (10 t ^);^ , ' 

(c) ^ +, 4 < 8 d, 6 + 5 > 5 + 6 ^ . , 

(<i) 7 + 0 --7 y 7(0) i 7 

(e) 4 > 6 d 5 + 2 = 10 ■ 

(f) T 3 6 17.813 •+ a529 = 8,777 + 18.442 

Determina si cada enunciado es cierto para el valor 
dado de la variable . v ' 

(a) - Jt + 4 =(l5J 2 , (c) "20 - 2x / lOj ' 5 

/b) .4x-*'?< 7; 7 (d) | + f +'9' ^ 

ft 

Si las variables tienentos valores dados, determina ' • 
en cada caso si el enunciado es cierto o no, 
(4) 3x = 4 + y, X es 2 e y es 2. 

Cb) 5x < 2 + y, 3?: es 3 e y es 8. ^» 
Determina pi conjunto de validez 'de cada uno de los 
siguientes enunciados abiertos,* Ensaya con los ntSmeros 
sugar idos,*' como ayuda p^ra descubrir cada conjujito de 
validez; 

(a) X 4- 5 ^ ^ - 5; * f2^* 6} . 

(b) - 5x - Oj (0, 1, 2, 5} . 

Determina los con^juntos de vklidez de los siguientes 
enunciados abler tos: ^ j ^ ^ 

(a) 3x + 4 = 25 (c ) 2x + 3 =^ 2x . + 5 

* . ^ 

<b) 2X .+ 1 < 3 • (d) . 4 + X 2x-+' 1 



Construye las gr^ficas de los conjuntos de validez de 
los s^g^i^ntes enunciados^ ablertos : v 

(a) X + 5 « 6 ^ - (c) 2xV 7 

(b) . 3 , \ id) a: ^ ^ ^ . 

Construye las gr^ficas de los' cpnjuntos de validez de 
-los siguientes enunciados abidrtos compuestos : • 
(a) x>3 y ;x<4 * (c). x « 5 6 x^*4 

CA) X :i5^^.*y— ^-^^A— (d) x ^ 3 y x ^4 * 

Un niSmero llamado* n debe curaplir la con^licidn 
siguient^* "si el producto de 6 y el ni5mero n se , 
autalj^t^ en 4/ el resultado es 40",, 

(a) Redacta ia condicidn como un enunciado abler to* 

(b) iCu51 es s*u conjunto de validez? 

^(c) Construye la igrlifica del dbnjunto d€ validez,^ 
^Gufiles de lo? enunciados abiertos A, B*^ C, y E 
a continuacidn tienen. el mismo ^con Junto de validez gue 

.JlL^e.Qun^siado Jib 

A. p>7^(5'p^7-^ p/7 . \ 

p^>7 y p « 7 p if* 7 • 

C. pf7 ^ 
Redacta Ids enunciados abiertos cuyos conjuntos de 

. validez son los conjuntos cu^yas grdficas aparecen a 
continuacidn: 



(^) i I I I I -(c) L ♦ I I ♦ 1 

1 I I - » ) . ^^.^ . I 1 1 < I I 

0)2 3 46 012349 



4 



I as 
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13. Para cada uno de los enu^ciadQS en la columna I, eiige 
, la griLflc^ apropiada de su conjunto de validez en* la 
columna II . . , • ' • 





OX = 18 . . 






(c) 






t > 4- -c^ * 


(e) 


d > 2 y ^> < 5 


(f ) 




(g) 


Vf 2 y w > 4 



II 



I 2 



3 



) 1 » I 



2 



4 



8 « 



9 4 5 6 

I I 1 I 



III I I I 



S 4 



« 



D I 2 



"( > I J I t 



a 4 *B »6 7 

I I I I C^.»f 



irft 
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14. Si el^'dominio de la variable es ^1 conjunto i v 
/ U. « (2, 4, 6; 8, 10, 12}, de.termlna los coojuntos^de 

validez de -los sigui'entes enunclados abiertos : 
. (a) 3x + 1 - 15 • • (a) 2x < 20 "y x + 4 = if + x 

(b) 2x f 10 . id) 2x + 1 = 7 d 2x - 1 =. 

' 15 . L'a formula utilizaftla para pasar de una temperatura C 

* medida en grades Centlgrados a la temperatura correspon- 

'diente F en grades Fahrenheit es 

• , F |c + 32. 

De tormina el valor de F cuando C es 90. 

16. La f6rmula para el iirea de^un triilngulo es ^ 

A = obn^ 

' donde A es el n^imero deunidades cuadli^adas 'en el lirea, 
b es el <n]/biero de unidades en la base^ y h es el ndmero 
de %|Wade§r-^n la altur6. Determine el valor de h cuando 
A e^Bh *y b ,es 10* 



ff 



0 

ERIC 



1 ''^ 7 



( 



88 



17 . Cada uno de lofe enunciados que aparec^A a c<Dhtinuaci6n 
» es cierto'para todo valor * de *la(l variables. En cada 
' uno de los casos, determina las propiedades que se 
■ i.. empleaft p^ra demos trar que el enunciado es cierto. . ♦ 

' /(a) x(y'V z) = 3fy + xz ■ (e) ' (ab)(cd) =(dcXba). 

' Kb) xy + (ay c) = '(xy ;h ay)+ c ) x»^+ 0 = x . • / • 

(c) '^ abed = ^b(cd)^ • t '{&) 0(x) = 0 ^ *. 

(d) xy + X2r = yx + 2X . " (h) J(x) = x 



IQ. Demuestra la manera de i^tilizar 'la propiedad laultipli- 
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cativa del 1 para hallar los nombres corrientes de: 
*' . " 2 + - ■ * 

(a) f -^l- . ■ J K-T^ ■ ■ 

19 . Dejlermina cu51es de los sfg^±entes e^nunciados^sion ^-^^ 
clertos para todo valpr de las vairtatles :^ . 

- la) x(2 + 5) = (2 +'5)i ' (e) (5a + .c) + d = (G+d)+3a 

• (b) b(a + 2) = .a(b + 2) ' (f) (2x)y =^ 2(xy) ' 

(c) aV = bV • (g) a(b - b) = a \ 

(d) . (4x + y)5 = 4x(y + 5) (h) (b - b)-= a.. 

20. Muestra c6mo podrfas utllizar la"* propiedad distributiva 
para efectuar in^s f^cilmente los sj.guientes ciilculos;: 

(a) ■bS»)(lOZ) (o) 6o(| + |) 



l'}3 



t ^ 



21^" En cada unto de los pasos en ia §iguiente se.cuencia, 

enuncia la prople'daji de las operaciones utilizada 

* ■■ • , * ••' ^ » 

li^ra deducirlo del paso precftdente: 



^ - •■,,■>. 

(5y > 6x) + -5X ; . . 
= 5y + (6x + 5x) . " 



*6* 

f - 



22". Utfliza lag pjropiedades de .la;s *op6raciones par* 

escri^bir las -siguiente^^* fraSes Ifbiertas en fprma m£s 
sencilla: " . ' ♦ 

• (a) -fix^ 5x 



M ■ f + fx +' fx + |y . 



(c)- 4i4a + 57to ^ 86a +• 65bv 
•t ' '•. ' (d) 5x + % + 7x + z + 2y •* * * I - • 

-^5%^ 2S3.' Escribe cada una de las sigUientes f rases sibiertas 
;^ como un pro<Jucto indftado: . • • •. 

(a) 2x + xy^ • (d) y'(x + l)+7y„' 

" ' (b) {2p + q)u + (2p + qh"- ' (e) ^(b + 5) + 5(b + 5) 
' * A 7(x + 2y^) + xy(x + 2yz) " ' ^ 

n 

24. Escribfe cada uno de los siguientes productos indicados 
, como una suma ind^cadasin p^r^ntesis: , ^ 

(a) 7a(5b + 2c) (,a) (a + b)^ 

(b) .5x(2x + 5y) (e) (5x + 2y)(5x< 2y) ^ 
' (c) (2a + 3b) (4c + 5d) , 
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DemuestiTia que 

ab t Xch + St) « b(a + c) + st ^ 
es cierto para todos los valores de las varia1:)le^ 
(EscrTB^ el *proceso paso por paso^ dando la propiedad^ 
utilizad^ en cada^ pasoO . 
Si para' to4o niSmero a, y todo ndmero a*b significa 
a +V3b^ contesta las siguientes preguntas^: 

(a). DetermiAa lo§*valores de: 3^4; 2^(3«4); (2^3)«4; 
4t>3. % ^ ^ 

. (b) ^Es la operacidn conmutativa? 

' " / * • 

(g) iEs la operaci6n asociativa? 



. Capltulo 4 A 

gNQNCIADOS ABIERTOS Y ENUNCIADOS LINGUISTIC0S 



El obje.tivo de este capftulo es ayudar a desarrollar 
cierta habilidad para redactar o escribir enbnciados ablertos 
para^prdblemas lingtlisticos, Primero tratamos solamente con^ 
frases. * Al comienzo,^ escribimos algunas ftases lingufstic'as 
ajustadas e. las frames abiertas con el pr^p6sito de ofrecer 
un cuadro m^s conjpleto de la t^aduccidn de nuestro' idioma 
.al lenguaje algebraico y vicevearsa. Luego tradueinos^de 
iin lenguaje al' otro enunciados que contienen ecuaciones o 

inecuaciones • ^ ^ 

Para concentrar la atencidn en el proceso de traducci6n, 
preferimos, por ahora^ no empefiarnos en la tarea de hallar , 
conjuntt>fi de validez de los enunciados abiertos* No ob'stante^ 
hemes planteado cuestiones en los problemas lingiifsticos . 
-Esto parece necesario para apuntar xilarmnente a una variable, 
relacionar la experiencia mAs fntimamente con la so|ucii5n del * 
problema al cual se aplicar5 este f^roc^dimiento de tra(iucci6n, 
y poner de manifiesto el enunciado o los enunciados acerca de ' 
los cuales nos interesa realmente que eL estudiante piense* 
Asf, en el ejemplo 1 de la pdgina;82, si en,^vez de decir: 
"^Cu^l debe ser el largo de cada pieza?", dijSramos: ^'Escribe 
un enuncxado abierto acerca dje las longitudes* de las piezas''^* 
el estudiante podria responder: ^ "Si una pieza mide n pul- 
^adas,. entonces* n < 44^* ^ o podrfa hasta responder: "n>0"» 
Opstos son enunciados cfertqs^ pero no ofrecen al estudiante 
i.la experiencia deseada • 
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.Algunos e^tvdiantes pueden sentir la urgexicia de Nseguir x 
adelante y ^^encontrar la respuesta^* * En ese casOj^ ^debe 
peraitirseles' que lo ^tratien, pero eX "^cqjitrar la respuest;a*' 
no debe sermotivo de* distracci6n en.esta etapa, Puede 
decirse a los esitudiantes que mSs tarde desarrollaremos' 
m^todbs ,m5s eficapes para determinar/conjuntos de validez de 
enuhclados^ pero que> por el moro^tOj no jbcemps mSs all5 de 
escribir el enunciado^ abie^;to„^ / ^ , 

En afgi^nios de los problemas \le este^^curso hay informa<:i6n\ 
superflua no necesaria.en la soluci6n del probleina. - Esto es ' 
intencionalr. Esperamos que- la experiencia ocasional con ese 
material irrelevante ayiidar^ al estudiante a darse cuenta con 
mUs facill'dad de la informaci6n <^ue es 
4-1 ♦ Frases abiertas frases lin^lifsticas 

^P^gjna 77 . Al traducir frases abiertas^'a frases lingulsticas^ 
es posible obtener muchas frases lingiilsticas * EstitmSlese al 
estudiant^jB a usar la imaginaci6n para lograr una variedad de 
'traduccionelS tan amplia cotno sea pqsible. 

Las traducciones posibles de Incluyen "menos que'% 
''la diferehcia de", 'Ws corto que", etc, Deber5 prevenlrse 
a los-testudiantes de que, al no sej: la resta COTimutativa, 
dteben estar alertas jsobre cu^l es el priiqer tii5merp al utilizar 
"inenos^ que", . ' . 

Tarde o temprano se encontrar^ un estudiante confundxdo 

. .* 

acerca de la diferencia entre "ma^ot que" o '^"m^s qye", la 
cual demanda el slmbolo "+"% "es m§fyox que" o "es"m^s que", 
la cual demanda el simbolo ">". Debemos estax; pijpparados 
para aclarar esta distinci6n, De este modo, "Este pavo pesa 
cinco libras mUs que aquel otrb" podrfa requerir. la frase 
^^t + 5", mientras que "Este pavo pesa mUs de veinte librasV 
podria requerir el enunciado "p > 20" . , , 

9 
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ObsSrv^se cuidadosam^te^n los siguientfes problemas 
qiie al describir la var iable , w -no represents el ancho, / , .* 
sino vel "ntSmero de pies en el ancho", x no represjenta lo^ 

\"librbs", si6o el ndmero de libros que *tiene Maria", b no . 

"^repres^ta "el nifio", sino "el rtdmero de afios de edad ^pl ^ 
nifio'^^ Obs^vese.t^mbifin que una .mantra clara/ corr^pta y , 

' sencilla de decir la iSltima frase es: *"el niflo tiene b gjlos^* ^ 

de edad" • ^ . ^ - ^ : : ^ 

• / Algunos de los problemas. en este capltulo pued^n/ compr^en- 
der m&s de una varial>le o pueden sugerir el uso de .fa^^; de 
una variable* Podria peifmitirse que. esto sucediftfa 4spont^T^. 
neamente^ Eii el caso de enunciados abiertos^ q\i5&li;& haya la 
oportunidad de* demostrar la posibij-ldad de xjpa eiiunciado 
' compuesto,^ Es muy temprano para d^i^S^rar* la" necesidad de 
un enunciado oompuesto para una soXudion jlnlca. Puesto^que no 
estamos .eh este momento buscandp ^respuest^sv no ^s^r5 necesario. 
preocuparse todavla acerca de cdrno/hallaretaos el'conjunto dte. ^ 
vallde^2» \ ^ * * • ^ * 

Respuestas al Conjunto de problemas 4^ ; pagxnas .78-81 : ^ 

* Las frases lingii^^sticas e^ /los problemas 1-6 y 18-25, ^ 
son solamente sugerencias. Se.. deberla est^ular tanta 
variedad comp sea posible p or parte Me IS clase.^ ' 

Para muchos de los siguientes pjroblemas, hay restricciones , 
impllcitas en el dcraiinio de la yariable.. Corrientemente 
permitimbs que tales restricciones" coritinuen impllcitas, • 
porque parecen bastante obvias^ sin embargo, ser£a conv^- 
hiente considerar ocasionalmente con los^alumnos cu51es son^ 
en realidad% las restricQiones impuestas. 

Por ejemplo^ en este Conjuntp\de problemas, el dominio 
est5 limitado*a n\3meros cardinales en los problemas 11, 14, ^ 

15) 30, 31, 34, y algunas de^las traduccionj^s sugeridas mUs 

• . • • • / . • • * 




adelante, de f rases abiertas a f rases lingulsticasa imponen 
l4 inisma limitacidn en el dominion Cuando ik variable 

representa uii nilmeA de ddlares, el dominlo no ptiede incluir,* 

3 ^ > 

^iSmerqs como En el problema 12, ^ n no puede ser cero, » 

En el problema 31, hay probablemente una limitacidn adicid^al 
en el dominiq de la .variable impuesta por la capaclds^d del ^ 
anfiteatro, ^ * > ^ 

Desde luego/ en esta parte del' cur so nos limitsmas a 

los n\3meros de Id afiltm^txca^ pero, de todos modos, en la * 
mayor parte de lbs problemas, por su naturale^, el dominio 
consi^tffe solainente »en. ntSmeros no negatives • 

1* /X^ase el texto* ^ 

2. Si Juan.pesa n> libras, la frase es: El ndm.ero de 
libras que pesa un niflo 7 libras m5s pesado que 

-Juan. 

3. Si yo tengo n arises de edad ahora> la frase es: * 
El njSmero de aiio^'que tenia hace 7 aflos. 

4. Si bay y estudiantes en la clase, la frase es: 
La mitad de los estudiantetf *que hay en la clase* 

^ 5. Si las naranjas cuestan* r centavos por d^cena y 
una bolsa de c6mpra cuesta 5 centavos, la frase / 
es : El'costo en centavos de dos docenas de narajinj^ts . 
y un^i bolsa de cOTmpra pbra llevarlas^ , . 
6. Si una mina ' Jirodu j o a^ toneladaa de carbdn^en un - 

dia y b toneladas de" carb6n el dfa siguiente, la 

^ C 

, f^ase es: El ndmero de^ tojifiladas de carbdn produci- 

# 

das en los dos dfas* ^(Obs^rvese que usamos aqui dos 
* variables* Aun^ue pasara aigiSn tiempo antes de que 
\ los estudiantes traten con m£s de .una variable, no 
necesitamos cerrar los ojos a ellas;) 
7* VSase el texto* - ^ 
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^,aA> Si . f . »s el nfimero de pies , entonces la frase es 
9. Si k es el ndmero de cuartillos, entonces la fptse 

' es.2k. : ! * * 

XQ, 'Si k es el ndmero de ]pies^ ^entonces la fr^se 

" k * *^ ^ 

. 5280 .* . . ' 

l%L*v Si n e4 el ntSmero cardinal , entonces' la frase 

' j . es ^ n*+ 1. 



1' 



* . • , Si • es el* ni3mero, ^entonces la fras6 es'^A^ 

' > 'V vx^ . si hay k libr^s y -t oAzas, entonces la frase es 

1 , V 14 • Si hay d d61ares y k monedas de VQintipinco 



centavo^ entonces la frase es 100d.+ 25k. 
,15. Si hay m ddlares, k monedas de v^inticmco. 
. ceHtavOs, m monedas de die? centavos> y ' n 

monedas de cinco centavos, «ntQnces la frase es 
100m + 25k + 10m + 5n. (Obs^rvese que m representa 
' el ndmero de monedas de diez centavog asf" com<^ el 
niSmero de d6 lares. Esto significa que ten^o^ el^ 
mismo n\5mero de monedas de^^liez centavQs que de 
d61aresj puegto'que una variable no puede representar 
dos ndmeros difere»tes a. la-vez. La frase abierta 
podrfa jBScrlbirse: 110m 25k + 5n») 



1^, 



* 2w pulgac^^s 




. Si el rect^ngulo tiene w pulgadas d^e ancho, enton- 



ces la frase es 2w. * 
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X7. Si Xa base del tri&igulo 
*tietie ]pies de largo/ 
entbnces la frase es ^ 
* + 6 • 



b pies. 

18. Si comprS n brazaletes, entonces la frase es: 

El costo total en d61ares de los brazaletes que ^ , 
- compre a §1.00 cada uno y el mi^mo,niSmero de ^\ \ 
collar es a $7*0D cada Mno . . 

19/ Si hay r presillas en cada caja, entonces la fyase 
es: El^n^ero de presillas que tengo ahora^ si. 
tenia 2 cajas de' ellas y mi compafiero de cuarto 
cogi6 cinoo presillas y luego trajo siete, ♦ 

20** Si el primer lado de ^ln tri^ngulo tiene x, pulgadas 
de largo^ entonces la frase esr El n&nero de pul*- 
gadas en el perfmetro de un trilingulo, si el segun^o 
lado es tres veces el primero y el tercer Xado es/ 
una pulgada m^s largo que dos veces el primero, 

21. Si y es el niSmero de personas en cada* una de las 
nuevas familias^ entonces la frase es: La ppblaci6n 
de una aldfea de 5,000 personas despu^s de mudarse 
alii cuatro familias m^s* * \ * 

22. Si pbngo y d61ares en el banco ^ entonces la frase 
^ es: El ndmero de ddlares en el banco despu^s de 

agregarse el interns simple de 4% por un afio* 
*23. Si un bosque nacional rectangular tiene^ x millas de 
anchOj entonces la 
frase es: El ntSmero de 

millas cuadradas del irea* 
del bosque^ si ^ste tiene ' 
3 millas m5s de largo que 
de ancho . 



X + 3 millas 




X millas 
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*24. Si la altura de un 

^triingulo es y" .pul- 
gadas,» entotices la pulgadas 
f rase es : f *E1 ntimero 
de pulgadas xuadradas 
del Sr ea del triidtxgulo , 
i^i su base es 5 pul- ^ 
gada^ m5s larga que six 





y + 5 pulgadas 



26. 



27. 



altura . 



Si un sal6n tiene w pies de alto^ entonces la 
frase es: El ndmero* de pies cilbicos del volvtmen 
del sal 6n, si suUncho es 3 pies mds que su altura 
y $u largo es 5 pies mAs que*dos veces la altura. 
Si ui) lado del cuadrado raide q plea de largo, 
entonces la frase es 4q- 

Si la altur'k de^la cabeza de un hombre es h pul- 

* # ^ 1 ' 15 

^adas, entonces la frase es, (7^)h 6 



28 • Si el primer lado de un triingulo mide^ f pulgadas, 
entonces la frase es f + 3. f 



29. (a) X + y + ^(x + y) 



(b) -^Cx +/y) 

30. Si hay b nifios, entonces la frase es -^b'. Los 

estudiantes pueden necesitar una pequefia aclaracidn 

de las palabras ^'erf t^rminos* de" . ' Puede explic^r- 

t seles que ^sta es otra manera, usada frecuentemente^* 

de sefi^lar la variable* 

i * 

31* Si a personas compraron boletos, entonces la frase 
♦ * 
* es 2a. ' • 
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■ 1 . • -\ ., .■ . . . 

32 ♦ Un enf&que iaductivo puede ayudar al estudian^e. 

Aqul responder^^jprobablem^ a la pregunta: * 
"iQug p^arte de'la casa pintaif^ en. un dfa, si 
puede pintar toda la 'casa en '8 dfas?"._ 

33. x.| <5 I • ' 

.34. r + 12* . * . * ' ^ 

*35* Si la planta crece g pulgadas por s«aana, ent oncers 
* la frase es 20 + 5g* 

Nota:> Ayddesele al estudlante d^darse cuenta de que 

cu^do la variable^ se da en el problemc^ no es nece* 
- sario qxie lo especlfique, pero si el problema mo 
^ da la variable ^ es de la incxirabencia del estu- 
dlante escoger una letra y decir lo^^que ella 
irepresenta. 

*36 ♦ Si t es el nt2miero de minutos transcurridos 

despu^s de hiaber jpuesto sus brazos dentro del agua, 
y tlife 10 ^, entonces la ffase es t - 10* " . 

37* Si X es el niSmerb de d61ares en la^herencia, 
entonces .la frase es: 

(b) , ^ + 50 (5 X5 50 . 

(o) X - |x f + 50)) -o- X - (l + H- 50)) 

(d) X • 

» ♦ 

pesde liiegOi en (d) el estudiante podria 
escribir 

+ (jq X + 50) + - (ix + (-i^x + 5o|) / Podria 

entretenerse demostrando que esta frase representa 
el mismo .niSmero que" x. 
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2w - 5 pies 



3B.^ Si el rect^ngulo tiene 
w pies de ancho, 
entonces la frase as* 




w pies 



(a) ' - 5 

(b) w + (2w - 5) + w + (2w - 5) 
6 2w + 2(2w ^5) 

(c) v(2w - 5) . , V * T 

• ^ * * s ' 

En la primera pfrte de nuestro trabajo con traducciones j 

hemos tratado de recalcar la idea de que la variable repre- 
senta ixa ndmero, ttediante el. uso' de lenguaje razonablemente \ 
precise. Asl, hemos dicho: "el niSmero de pies del ancho*\ 
"el ni&nero de pulgadas.cj^ la base"*, etc. A taedida que 
avanzamos, nos' despreocupamos m^s acerca de esta forma de 
hablar para poder hacerlo con m5s soltura. Asf, en el 
problema 38, en cuanto la unidad de longitud y la unidad.de 
drea quedan establecidas clairamente en otra parte del * 
problema, nos permitimos hablar de "perfmetro" y *^^rea" eh 
vez de "ntSmero de pies en el perlmetro" y "ndmero de pies 
cuadrados del $xieay. 

4-2 • Enunciados abiertos' y enunciados linguisticos 

Aqui sugerimos traducciones para los enutfciados abiertos* 
AsignHrseloil a los estudiantes ^oducir^ una gran variedad 
de traducciones* Una manera de ^"probarv la qorrecci6n de esas 
traducciones podrf'a s^r distribuirlas entre los miembros de 
la clase y hacer que los estxidiantes traten de traducirlas 
a enunciados abiertos* Esto 'servirfa tambi^n para darles un 
punto de part^da^^ara el trabajo siguiente, haciendo que 
primero traduzcan enunciados lingiiisticos redactados por 
ellos mismos a enunciados abiertos* 
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Respuestas al Con;i\^nto de problemas 4- 2a ; p^gina 82 r 

1. Samuel, q^e pesa 7 libras mis que Juan, pesa 82 libi^as 
2* Para cqmprar 500 sobjres, tuve que comprar dos cajas 
de sobfes. 

3* Diecisiete* de los estudiant^s hicieron proyectos 

suplementarios, Esto represfenta la mitad)f4e la clase* 

4. Unjy^ampo rectan^mlar es 4/^aras m^a largo qcie ancfop ^ 

y su^rea es 480 var^s cuWradas^ 
5* V^engo tre's^pedazos de cadena.* El segundo pedazq tiene 
dos veces.el ridmero de ej^aBones que tiene, eT primer o, 
y el tercer pedaao tiene tree veces el tiiimero de 
eslabones que tiene el primero* Puedo obtener una 
*sola oadena con el mismo niSmero de eslabones, bien 
uniendo los pedazos segundo y tercero y luego uniendo 
6stos al primero/ o uniendo el piftmero y el segundo 
y entonces el. tercero a los anteriores* 

6 . Jainte compr6 algunos sellos de 4 centavos y el mismo 

miner o de sellos de 7 centavos* El costo total fue 
44 centavos . . 

7 . Un contratista pidi6 4 sacos de clavos y m^s tarda 



orden6 7 sacos mcis de la misma clase de clavos • El 



peso tota\ de los sacos fue 47 libras* 



Nbta: La diferencia entre el problema 6 y el problCTia 
7 es que en el 6 se puede restringir el dominio de la 
variable a n\3meros cardinales y habr5 un solo niSmero 
cardinal, a saber, 4, que hari el enunpiado cierto* 
En el problema 7 esto no es ver4ad, de modo que serla 
incorr^cto construir un enunciado que fequiera que la 
variable represente un*numero cardinal*. S± es posible 
h^gase que lo s estudijtntes descubran este hecho por sf 
mismos , * v 
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8, El perimetro un cuadradd es 100 pies. 

9. Tengo que recorrejy la mism^si distanciaj si viajo desde 
aquf a San Jos6 y luego la*s jjinao millas hasta . 

San *Crist6balj o si viajo primer o de San Cristdbal a^ 
San Jos^ y luega veiago acii. / ^ 

10 » Recibimos 6 galones de lechej^ una parte ^aa^botella^ de 
/-v un^itro y otra en j^otellas de" medio gal^n* 
PUgina o^^ > Hay varios^ puntos importantes que pbsei:yar aqui. .^ 
1- iQ^^ pregunta plantea el problema? La respuesta a esta 

pregunta deberfa enunci*arse en t^ridinos de un niSmero , No 
se debe permitir al estudiante esct^bir ^ /''x « el costo'* o 
"y ** e^ largo^*. Aytldesele a darse cuent^ del hecho^de\que 
la variable reprefeenta un nuroero > Deberfa decir: "x es; el * 
niSmero de d61ares del costo de la casa^% o m5s sericillamente^ 
"la casa cuesta. x ddlares": > 

2* Cualesquiera otros nvSmeros eri; los problemas debeii expre*- » 
sarse en t^rminos del mSmero que la variable representa* 
Asf decimos r "Si el largo del pedaza m^s corto es x pul- 
gadas J el pedazo m^s largo mide (x + 3) pulgadas^" • Desde 
luego, que algunas situacion6s pueden haturalmente prestarse 

al uso de dos variables. Como hemos dicjio antes, no hay 

* i» 

objeci6nW este capitulo a incluir un ejejaplo casual de este* 
tipo* ^ * . . 

3^. Debe hacerse una traducci6n directa a un enunciado abierta 
Asi para el ejemplo 1 en la pl[gina 82 aunque podriamos cambiar 
el enunciado a 2K + 3 « 44, tal enunciado no es una traduccidn 
dir^ta ^el problema , pues no revela realmente toda la his- 
torian Una buena prueba de una traduccidn directa es ver si^ 
con la descripci6n de la variable^ ^el enuncfado puede tradu- 
cirse iijmediatamente al problema original* 



4- Repetimos que, po.r el {Jresente, la atenci6n principal ^ 
est^ en let traducci6n y no ^speramo^ que los estudiantes . - * 
algan adelante y "obtengan la respuesta" fen este capftulo, 
Dpbemos advertir^que los ^jemijlps *l^j 2 y * en las p^ginas, 
82-84 no tienen respu6s»ta^ .«ibvia§(l|^ fue'plaaipado^ asf 
para tratar de ev^tar la distr^cciyH de ^'cons^guir las 
respuestas*' . - ^ - , ♦ 

Respuei^s^ a4 Cdn jiinto de * probletaag 4'>213 ; p|[gi^as^ 84-156 : 

^ 1,, Carlos *recxbio c vOtos^ entonc'es Enri<jue \ . 
• recibid c 30»votos,**y (g^+ 30) 516. 

Si Carlos *3?ecibi6 c vqtos, entonces EnriqXie recibi6 
* T516 c votosj y^51^ - c « c + 30C i , - * 
2. Si0l rect^ngialo mide^ ' 



X pulgadas'de ancho> 
entonces mide 6*x pulga- 6 pulgadas 

das de largo ^ y 
X + 6x + X + 6x » -144 



X 



pulgadas 



• ' - » J. 

2x + 2(6x) » 144. / , ; V / 

3^. Si el angulo in4s pfequefio mide gradbs, entonces el* 

^ngulo m5s grande mide 2s + 20 gradosj y. 

s V (2s + 20) + 70 = 180* • 
4* Si y e.s el niSmero de pies en una .de las secciones 

m5s cortaSj entonces la secci6n larga mide* y + 100 

pies de largo, e y + y + (y + 100) 2500. 
5* Si habfa y estudiantes en la clase de la'^Sfcta, Ldpez^ 



entonj::es ha,bia y + 5 Estudiantes en la clase del 
Sr. Mrezy e y + (y + 5) = 43. 

Si h;&b£a y estudiantes en la clase de la Sr-ta. L6peZj 

♦ «f ^ - - ^ 

enton<iCs habia 43 - y ^estudiantes ea la clas^ del 
Sr. P^reZjV 43 - y = y + >5. 



(Convlene llamar la atencidn del estudlanta Jkiacia ^1 
segundo de estos mStodis. Es un ^nfoque tStil^ pero . 
algunos estudiantes tienen dlflcultad con ^1- al 
principio.) ^ / ' 

Si el-rect^ngulo mide ' v? pulgadas de .ancho, entonces 

mlde^V + i5 .pulgadas de largo, y w(w + 5) « 594. 

Si Ricardo tiene ahoira x aflos de edad, entonces 

Juan tiene 3x aflos ^e edad. Ricardo * tenia x 3 » 

ailos' de edad hace 3 afios, Juan tenia 3^ 3 aflos hsace 

3 aiios, y (x - 3) + (3x - 3) * 22,^ 

Si Juan tiene d monedas de diez centavos, entonces 

tienfev-^ + 1 monedas de veinticirico centavos y ^ 

2d + 1 monedas de cinco centavos; las monedas de diez 

centavos tienen un valor de lOd centavos, las de 

yeinticinco tienen un, valor de 25 (-d + 1) centavos, y 

las de cincp tienen vin valor de 5(^d + 1) centavos. 

Luego, lOd + 25(d + 1) 5(2d + 1) - 165. 

* -» ' ^ 

Si compr^ f selios de cuatro ^centavos, entonces 

compre 23-f sellos de^ siete> centavqsi los selios de 

puatro centavos cuestan 4f centavos, los sjbIIos de 

siete centavos cuestan 7(23-f) centavos, y 

4f +""7(^3 f) ^ 119, ^ . * ' 

(V. nota del problema 5) 

Si el tren de carga viajfba a z mi Lias por liorir, 
entonces el tren de pasajeros viajaba a z -K 20 millas 
por hora, el tren de carga recorrid 5z millas i el 
tren de pasajeros recorrid. 5(z+/20) millas, y 

'5(z + 20) - 5z% 100* 

Si hay h env^ses de media pinta, entonces hay 6h 
^ en vases de una pinta, y * " - ^ 
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A 

1 1 

h4 + (6h)^ »- 39 
h + 2(6h) ^ 156 



(enunciado acefca de los 
cuartillos) \ ^ 

(enunciado acerca de las pintail. 



(enunciado acerca de las medias 
pintas) 

12, Si y es el ndmero de aiios que pasarin antes de que 

los dos hombres ganen ei mismo sueldo, entonce$ 
. el Sr. V^lez gai^ar^ 3600 + 3o0y d61ares, 

. *el Sr. Sanchez ganard 4500 + 200y'd61ares, y . 

3600 + 300y » 4500 + 200y.^ 
13 . . Si la tabla mide % 

,pies de anchp> entonc^s 

mide 6w pies de largo, 

el cxiadrado tendrfa 

w + 3 pies de ancho 

y 3v - 3 pies de largo, 
. * y w + 3 «» 3w ~ 3 . 



>*14, 



3w pies 



w. pies 



4 + 3>les 



* . 3w 3 pies 

Los siguientes problemas s^ti, desde luego, solamente 
sugerencias: . * 

(a) Tengo $4*80 repartidos en monedas, tie las cuales 
hay dos monedas va&s lie diez centavos que de 
cineo centavos y dos yeces mSis .inonedas de 
cincuenta centavos ^ que de cinco centavos* 
^Cudntas monedas de cada clase tengo? 
^Cu51 ser5 el ancho de un rectdngulo que es tres 
yeces m^s largo que ancfho y que tiene un itrea de 
300 pulgadas cuadradas? ^ * 



r 
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<c) Una •fescuela pidl6 85 folletos, algunos de los 
cuales costaron $0.60 cada uno y el resto costd 
$1*10 cada ujio* La factura total fue de $78 ♦^Q^* 
5^^ / ^Cu5ntos folletos de cada clase se pidieron?^^ 

(d) Se va a cortar un list6n.de mader a de 69 pulgadas 
de larga en tres pedazos^ de tal.manera que et 
segundo ped^zo sea 3 pulgadas ^,m5s largo que el 
primerp y el tercer pedazo sea 6 piil^adas mSs 
largo que el ]p)^riiaero/ ^Cu^l debe ser el JLargo 
del pedazo la^s corto? * 

(e) Dos muchaehos atraparon 18 pescadds^ Como la 
M familia de uno de los tnuchachos era dos veces 

miiS ^umerosa que la del otro^ decidieron 
repartir los 18 pescados, de tnanera que uno de los 
muchaehos llevara a su casa dos veces lo que 
llevara el otro. ^Cu^ntos pescados llev6 cada 
uno? . * 

(f) Una tuerca y.uri tornillo pesan juntos 5 onzas. 
Si un mont6n de 30 tuercas y 4 tornillos pesa 
59 onzaS) ^cu^nto pesa un tornillo? 

(Obs€rvese que para hacer cierto el enunciado 
abler to J h no puede ser un nfimero cardinal. 
Asf, un problema en el cual h representa un 
niStnero de personas, por ejemplo, no serla apro- 
piado.) 

'1 1 

(g) Si Jose cort6 de la grama y Jaime — de la J| 

grama, ^qu6 parte debe cortar Raul para terminar 
• de cortar toda la grama? 




15. Si 'el- bote m^s pequeflo puede llavi n pas^ijeros, ♦ 
entonces el bote m^s grande puede llevar n + $0 
pasajerds, y n + <n 4- 80) » 300. . 
La familia Col6n vtaj6 hasta la casa de su primb. 
• Al; regresar'i tomaron una nueva ruta que" aument6 en 
80 millas la distancia . Cuando llegaron a su casa 
' hablan recprrido un total de 300 millas . lA^ qu6 
distancia de'la casa 4,e la familia Coldn estaba 
localizada la casa de^f primo? , . ^. 
4-3. Enunciados abiertos que contienen desigualdade.s 

Pjlgina 86 . Aqul aumen tamos la experlencia d© los estudiantes 
con tracluccxories a enunciados que contienen dej^gualdades . 
Aunque todavla no es tamos tratando* de hall'ar el con junto, de 
validez del enunciado abierto,- podemos observar la manera en 
que el c9njunto* de validez, de una destgualdad puede cqntener 
muchos. niSmeros en lugar de solamente uno . 

Respuestas al C on 1 unto de problema's 4->3a ; p^g'ina 87 : 

1.. Teodoro tljene m^ls de 3 .afios de edad. iQu^ edad tiene? 

2. Si Isabel f uera .un . aflo mayor , tpdavfa tendria menos 
de 17 aflos. ^Qu6 edad tierie Isabel? , 

3 . Las monedas de veinticinco ,centavos que hay en mi 
bolsillo a lo mils suman $1,75. ^Cu^ntas monedas de ^ 

.veinticinco centavos hay en'^ mi, bolsillo? . 

4. Si fu#ramos a comprar tres libros mis a ?5.00 cada 
uno, el, costo s^ia menos de $100.00. ^Cuilntos libros 
podemos comprar? ' , 

• 5. Si la poblaci6n de Metr6polis aumenta en 10,000, la 

poblaci6n sera m^s de 160, OOQ,, iCuAl es la poblaci6n 
actual de Metropolis? . 
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6. El Sr. Alvarez, tiene xina caja de tachuelas, eL 
Sr, Matbs tiene dos caj^s, y la Srta* G6mez tiene 
tres/ Juntos iieneiji pd^ lo menos -48 tachuelas, 
^CuAntas tach^elas yhay en cada caja? ^ 
?• El gufa recorri6 el sendero una vez el vi ernes > dos ^ 
veces el s^badjo. y tres veces el^^^^^S^v l?Lecorri6 
un total de. 50 laillas. ^Cu^l es el largo del sendero? 
(Obs^rvese que el enunciado abierto no ser^ cierto 
para un n^ex'b cardinal • Obs^rve^e tambi^n en los ^ 
problemas^ 6 y 7, que a^ 2a^ y 3a no pueden representar 
' lados de uli triUngulo, puesto ^que la sutna de dos de 
*ellos no es iiiayor que el tercero. Si es pdsible, 
^ tr^tese de llamar la atenci6n de los estudiantes hacia 

testricciories de este tipo*^ ^ 
*8. Si tres muchachos m^s se unen al club, el club tendr^S 
mds de 5/y menos de 10 laieaabros. ^Cu^ntos miCTibros 
' tiene el cliib ahora? 



). Si el grupo completo de muchachos se divide en dos ^ 
equipos iguales, cada equipo ser5 menor que un 
equipo completo de pelota. ^^Cu^ritos muchachos habla 
en el grupo completo? f 
*10. Un lote de terreno de 12 acres se reparti6 entre dos 
hijos de tal manera que un hijo ret;ibi6 m^s de tres 
veces lo que recibi6 el* otro. ^Cu^ntos acres recibi<5. 
cada hijo? . , 
P^gina 87 . Ejemplo 2: Una clase de estudiantes capacitados 
puede disfrutar con una discusi6n liel hecho de que este 
problema .se describe m&s comp let amen te mediante el enuncia-do 
cpmpuesto * 
d> d' y (d - 32) + d^ 4^. 
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* , . ■ . . * - ' ■ ' ^ . ' . - ^ 

Puesto quej la frase d - 32 no tiene significado para d<32,.,. ^ 
el dommio -eS el jsonjimto de n^imeros mayoress qu^ o itg;ij^les^ a 
-32. ' : ^ * » ^ * 

P^glna 88 . Ejemplo 3: Hay, desde luegp, una tercera'jiondi- 
ci6n: - ^ ^ « ^ . \ \ , " ^ ' . _ 

• §p .5 < n + 6 • , ^ V 

Puesto qua este enunciado §s ciertq para todos los valor es 

positives de n, np agrega, nada a, la "Inf ormacidn acerca^de los 

% ***** * r ' 

lados del trifingaTLo. Lo mencionamos aqu£, por si un estu- ' 
^iante pregunta acerca de tgl. * ^ / ' v 

Algdn estudiante puede preguntar tambi^n la manera de 
hallar el conjunto^de validez de 

n<5ih6 y6<n^+3* , ' 

Aun cuando no nos ocupamos ahora de los conjuntos de validez, 
se puede demos trar al estudiante interesado la manera posible 
de usar gr^ficas para determinar este conjunto de Validez, 

n<5+6 ; • 8 i ' ' ' ■ ■ ' ' ' ■ 

. 6 < n + 5 01^ ■ ■ , • 11 

I I til I I ii \ A — i-. . 

n <"5 + 6' y n + 5 > 6, . - > 

* » 

Por lo tanto, el lar^o del t^rcer lado es menor de 11 pulgadas 
y mayor de una pulgada l , * 

La dif icultad^ principal para el estudiante en este casp 
podrla ser /la ^r^fica de 6<n + 5, Sin embargo, puede 
observar naturalment*e , qCie 6sd inecuaci6n es equivalente a 
n > 1* ^ , 

R^puestas al Conjunto de problemas 4-3b ; pllginas 88-89 : 

3 1^ 
1. Si el ndmero es n, entonces -r^ + — n>26. 

^4 3 X . 
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si RaiSl tiene y afios de edai'd, entonces Guillermo 
tiene y + .5 afios de. edad, e y + (y +*5) ■< 23. 
^Si un lado del cuadrado 
mide x pulgadas^ern-r 
tonces un lado dal 
tri^ngulo mide x + 5 ^ 
pulgadas, y 4x 3(x + 5), 




X pulgadas 



Cuadrado 




X + 5^ 
pulgaHa^s 



9 Equilatero , 



Si la velocidad de la corriente es c millas". por 
hora, entonces c + 12 es la velocidad del bote 
viajando a favor de la corriente, y c.+ 12 <30, 
Si Juan puede tardar x horas en el trabajo, 
entonces •x>2 y x<.4» \ 
Si se dedioan c minutos a anuncios comerciales » 
entonces 3 y c < 12 . 

El tiempo T para. asuntos que no sean de publicidad 
es 30 - c. Otra manera expresar la ultima idea es 

30 - 3 y T > 30 - 12 . 
Si hay t estudlantes en la clase»- entonces 
3tfc t + 26.* - V ^ 

Si Enrique recibe d d61ares, entonces Ricardo 
recibiri d + 15 d61ares, y Tom^s + 15) ddlares.^ 
Luego, d + (d Y 15) W 2(d + 15)^205. . 
Si Enrique recibe d d61ares, entonces Ricardo 
recibii;a d- + 15 d61ares, y Tom^s 2(d + 15) ddlares. 
Luego, ' > 

d + (d + 15) + 2('d +15):<.225 y d + (d + 15) + 
^2(d + 15) > 205. ' * . 
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*10. Si su puntuact6n en la tercera prueba es t, entonces 



•I 



n. Si hay s estudiantes en la Es.cuiBia Central 7 « 
estudiantes en la Escuela Vocacional,.entqnces . 

" (a) s.>m ' / . \ . . 

» (b) s.».m+?00. : * * 

P4gj.na W. Esta lista de probltetvas repasa las ide^^g de . 
este capitulo e indirectamente mucbas de las. ideas de'lQS 
capttulos anteri6res . El maestro debie usar su propio 
criterio respecto a cuSntos d^ estos deben estudiarse y 
cu5ndo deben estudiarse. Algunos de ellos deberian ser 
asignados uno o dos a la vez junto con asignaciones poste- 
riores a medida que la clase. vaya ,estu4iando el praximo 
capltul^ Examlnese la lista completa para ver" qu6 variedad 
de problanas conviene que la clase domlne. 
Respuestas a los Probletoas de repaso; p^ginas 89-96 ; 5^ 

Segdn se presente la oportunid^d, disci5.tanse con los. • 
estudiantes'la's restricciones sobre'el d;»ninio de la variable 
que se imppnen en algunOs de los probleraas por l-a naturaleza 

de la situaci6n. * * 

1. (a) Si X 'es el niSmero de cent^vos en la colecta 
, antes de aportar mi contribuci6n, entonces la 

frase es: El niSmero total de centavos en la 

colecta despu^s de'dar mis quince centavos- Con. 

esta traducci6n, el doraitiio es el conjunto de los 

numeros cairdinales . 
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(b) Si p es el n^ero de ddXares en el precio de 

* , cat^logo de un llbro, entonces la frase es: El 

^^^^^ . iw3mero*de d61ares pagados por cinco ejemp lares 

del mismo llbr©, tres comprados a precio de 
cat^logo y dos comprados con una rebaja de un 
. ^ d<51ar en el precio de cat^logo, 

J^c) Si el bote ha via j ado t ; horas a diefc millas por 
' ^ bora, entonces la frase es: El niSmero de millas 
restante.s de un viaje en bote de 60 millas al 
t€rmino de t boras , ^ 

(d) Si r es el numero de bar^uillos de helado de 
* * " *■ 

15 centavos^ entonces la frase es: El ndmero 

total de centavos gastados por un grupo de 9 
estudiantes en el par^ue de recreo, donde cada 
estudiante comprd r barquillos y cada uno 
compr6 25 centavos de roisetas* 

(e) Si b es el*ni3mero de pulgadas de largo de la 
base de un tridngulo^ en1:onces la frase es:, 

* £1 ntSmero de pulgadas cuadradas del area del 
trt^iSgulcr, donde la altura es 4 pulgadas menor * 
que 3 veces el largo de la base. 

2. (a) Si n es el nilmero, entonces la frase es n - 3. 

(b) Si Samuel tiene ahora y kflos de edad* entonces 
la frase es y +*7* 

(c) Si Maria tiene ahora x afios de *edad, entonces 
> la frase es x - 10, * 

(d) Si t es el njdmero, de grados de la tempera tur a 
actual^ entonces la frase es t + 20. 

(e) Xa frase es 5n. 
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(a^ La frase es 'lOx + 5y + 6* * 

(b) Si el ni&aero es entonces la frase es n + 2n. 

(c) . Si 'el primer tntiaero es x. y el segundo es 

entouces la frase es x + 2y. 
(4) La frase es ^ 

(e) • Si X es la poblaci6n d6 una ciudad de Kansas, 

entonces la frase es 2x + 1^000,000. 

(f) ^^ La frase %^ 12x, - 

(a) "Si b es el nitmero de ddiares en, la asignaci6n 

de Isabelj entonces la frase es 2b +1. * 

(b) La frase es 40hV ^ ' ^ 

(c) ^ La frase es -^(2^), . ' 

.(d) Si Gerardo pesa e libras, entonces la fr^se 

es e + 40; . ' 
(e) Si el.rect^ngulo mide n pt^lgadas de ancho, ^ 
entonces la frase %s n(n + 3) * 

(a) La fr^ise es l,59x. 

(b) La frase es 0.752, 

(c) La frase es 33. 2g, 

(d) La 'frase es 29x + 59y. , 

(e) La frase es lOt + u. 

(a) Si x es el nt5mero de afios, que. H tiene, entpnces 
tiene menos de §0 aflos de edad, 

(b) Si ^1 gana y ddlares en un afto, su sueldo anual 
y es 3600 ddlares/ ^ 

(c) Si 2 es el ndmero de d61ares de los recur sos ^ 
de un banco, entonces los recursos montan m^s de 
100 mill^nes de ddlares. 

(d) Si Uj w son los^ ntSmeros de grados de los. 
^ngulos de un tri^ngulo, la sxama de los ^ngulos 
es 180 grados. . 
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(e) *Si el lado m^s corto de un rect^ngulo es de'^ z 
^pulgadasj y el^ lado mds largo es 18 pulgadas m^s 

lar^ que el ptljnero^ entonces el jSrea dej. 
rectangulo es 360 pulgadas cuadradas* 

(a) Si la hermana d'e Mar fa tiene t aflos de edad, 
entonces « ^ 

\e « t + 4. ;^ ^ ^ 

• (b) Si Guillermo compr6 b pllitanos, entonces 

9b 54, . • 

(c) ' Si el ruSmero es n, entonces ' . 

2n + n <.39 . ' " 

(d) 'Si la asignaci6n de Isabel es b d<S3L^es, 

entonces la asignacidn de Arturo es 2b + 1 d61ares, 

y • * ■ ' , ' ■ ' 

■ 2b + 1 « 3b - 2. 
^(e). 40t » 260 « - . 

<f) ^^50 ■ V • 

(a) Si la mont^ila Pike tiene * h pies de altura, 

entonces ^. . 

. h > 14^000. % * . 

(b) 1.4 ^ 0.003n + 2(0.1) ' ' 

(c) Si p es el ia\SinerQ. de personas en una ciudad 
fle Colorado, entonces 2,000,000 > 2p. 

(d) x2> (x - l)(x +1) ^ , 
^(e) Si y es el numero de ddlares del valor de la 

propiedad, entonces — 2_(24) ^ 348,, 
/ \, 1000 . . 

(f) Si Gerardo pesa w libras, entosices 

w + 40 i.152. 

(a) ^Si el numero cardinal es n, entonces su sucesor 
es n + 1, y fi +^ (n + 1) = 375. 
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^ (b) Si el njSmero . cardinal e§ entoftces su sucesor 
. " es n'+ i, y n + (n + 1) « 576. . , 

Este enwciado es falso para todo^ los n\Smeroe 

^ • • cardinales. Si un nCJmero es impar, su sucesQr 
\ y es par; si'^el n\5mero es par, su sucesor es impar. 
Por lo tanto, la suma de ambos no puede ser par. 

* . if ' 

(c) ■ Si el primer ntSmero es n, entonces el segunda 
niSmero es n + 1, y n + (n + 1) - 576. 
" , ' ■ Hay un niSnero para el cual este enunciado es 

. . cierto, puesfo que el dominio de la variable no 
^ est^ restringido* a niSmeros cardinales. » 
/ " (d) Si tin pedazo de la tabla mide f pies de largo, 

\^ entonces el otro mide 2f + 1 pies de largo, 
». y f + (2f + 1) « 16. 

(e) 3x - 225 ^ \ " . . 

10.. Si el digito de las decenas es t, y el de las,.unidades 
. ^. es u, entonces el n\5mero es lOt + u, y 
* lOt + u = 3(t; + u) + 7.. ^ 

11 1 42 - n . . / 

12* Xa) Si n es el ndmero, entonces 3<n + 17) « 192* , 

(b) Si n es.el ndmero, entonces 3<if+ 17) < 192. 
13. Si ei primer numero es x, entonces el segundo ntSmero 

es 5xj y X + 5x « 4x + 15*> 
14 • Si Sa^a tiene libros, entonces Susana tiene ^ 

K + 16 libros, y K + (K + 16) > 28,' 

is. En una hora se puede arar ^ del terreno con el 

7 

* primer tractor • En jdos horas^ usando ambos tractores, 

2 2 * 

se puede arar ~ + 4 del terreno. La parte del 
7 5 2 2\ 

y » terreno que se qued6 sin arar es 1 ^ (y + ^) • El 

enunciado abterto es ^ « 1\ 
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*16* Si t es el ntSmi^ro de la^ora en que sales de 

Nueva Yorkj entonces t + h ser^ el nVimero de la hora^ 
"hora de Wueva ^ork, en que llegas a Los Angeles, 
t + h - 3 es el n\Smero de la hora de llegada^ tiora 
> de Los Angeles, y t + h - 3<12\ 

17. El peso 4el Sr, Riverli hace m meses era 175 + 5m.. 

175 +^5m ^ 200. " / ' ^ ^ 

18^1 (a) Si n es un niSraero cardinal, entoiices n + 1 
es su sucespr, y n + (n + 1) » 45. • 
(b) Si n es un ndmero'' impar , entonces n + 2 es el 

'*m5.s pr6ximp ndmero impar consecutivo, y 

* * ' . , 

n + (n + 2) « 75, V^ase si los estudiantes se ^ 
d^in cuenta de que esto nunca puede ser cier to 
• para un n^ero impar cualquiera, puesto que la 
suma de dos niSmeros impar es es par, 
19* Si el precio estipulado era m d61ares, entonces 

12 * \ 

176 « m - ^- ^ . . 

20* Si X es el ntSmero de d61ares por una hora de 
• /trabajo a la raz6n corriente, entonces ^x es el, 

^ "^'niinero de d6 lares por una hora de trabajo a ,raz6n de 

tiempo y medio, y.40x + 8(^0 166.40/ 

^2 

21* Si el bianco estS a d pies de distancia, entonces 

d * * 
la bala tard6 Yjqq ^^S^^^^s en alcanzar el bianco, 

y el sonido tard6 A , segundos en regresar, y 

1100 

1 ■ + — « 2* Una^ solucidni alternativa que 
1700- 1100 

tiene la ventaja de proporcionar un enunciado m^s 
sencillo, ^pero la desventaja de que la variable *W 
' represepta un niSmero distinto del que se pidi6, es: 
Si t es el tiempo en segundos que tarda la bala en 
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llegar al ilanco y 2 t es el tiempo en segundos 
que ^tarda el sonido en regresar , en|tonce's ' ^ 
1100(2 - t) « 17tf0t. 
Si el atajo tiene x 
pies de largo, entonces 
(200)^ +.(300)^ " x^. 



r 



Si Y es el numero 4e 
pies de altura del poste, 
entonces, por el teorema 
de Pitagoras,^ 



^.2 2 



(50)' 




(a) 35 + 20t . . 

(t> -h - 1 %s el numero de perf odos d^ 'una hora 

despuSs de la primera hora^ y la frase -es „ 
35 + 20(h - 1) . . 
Si el radiador conteiifa origi-nalment^e w cuartillos 
de agua, contiene w + 2, ^uartillos de'la'mezcla w 
despu^s de afiadir- el^alcohol. Com'6 el 20% de esta 
mezcla es alcohol, hay ■j||<w + 2) cuartillos de • 



alcohol en la mezcla. 

(a) IQOx + 40y\ 

(b) 10b(2 X, 60) + 40y 

(c) ■ lOOx + 40y = 20,000 



.1 On 

J- v> u 



27. (a) 20.* 2w 

(c) 20 + 2w » 12 + 3w 



26, 



h 



(a) 20 + 51^ 



29 . X « ^ 

. X / ^ . 
-"x < I ■ 

X I 

*50. (a) X >'2 
(b) X ^ 6 
(c4 X > 2 

. (a) X « 2 
X > 5 



O 

t 



0 



0 



0 



I— r- 
0 



X 6 



-+- 
2 



I 3 



5 
2 



2 



3 

2 



'2^ 



St 
2 



3 



2> 2 

2 



5 * 3 

2 . 



" I 1 11 I 

0 I 2 3 4 5 6 



' X = ^ 6 X > 5 

-: ' , ^ 

(b^ ' X ^'a' y X > 5 

(c) X > 2 

X < 5' . 

X > 2 6 X < 5 



:^ 1 - # -t ;t' 

0 j 2 5-4 5. 6 

1 1 I f I l' I 

0 I 2 .3 4 5' 6 • 



I I » 

0 * l> 2 3 4* 5 6 

» i i I ) "» i 

0 12 3 4 5 6 



1 I I I I > 

2 3 4 5 6 
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(d) X < 2 y -X < 5 \. 



33 . Este i^roblema rep£tsa las sumas de pares de miembros . 
de un conjimtoj no es pn problema propues to principal* 
mente para lograr una respuesta. £1 estudlante que ' 
trate de escribir un enunciado abierto encontrarS 
que estS^perdlendo 8U tletapo. En vez de esto deberS 
observar que el hombre tiene un conjunto de cuatro 

miai^rosr {l*69t .l,95r 2,65, 3\15} y que tendr^ que 
examinar el conjunto de todas las poslbles sumas de 
pares de elementps del conjunto. 



+ 


. 1.69 


1.95 


■^.65- 


3.15 


1.69 


3.38 


3.64 


^ 4.34 


4:84 


1-95. 


3.6i^ 


3.90 , 


4.60 ^ 


'5.10 


2.65 


4.34 ' 


4.60 


5.30 


5.80 


3.15 


4.84 


5.10 


5.80 


• 6.30 



5ste es el conjunto: {3.38, 3.64, 3.90, 4.34,* 4.60, 

4,84,5.10,5.30,5.80,6.30} 
De aquf vemos que: (a) La cantldad mfnima de dlnero 
que le puede haber sobrado es 5*00 - ,,4*5^5 ^ 
centavos. ' ' ^ * , 

(b) La cantidad m^lma de dinero <|ue le puede 
haber sobrado eg 5.00 - 3.38, 6 $1.62. 

(c) Ha y cuatro COTibinaciones de dos cajas que &1 no 
puede comprar: una de $1-95 y una. de $3.15; tina 
de $2.65 y una de $3,15; dos de $2.65;- dos de 

$3 ♦ 15 »^ , ♦ , 
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*34. St a es el dfgito de las unidades de un ni&iero, 
entonces 10 + a.' es el nCrmero. Si b es el dfglto 



de las uni-dades del otro niSmero, entoaces 10 + b es 
• el ptro iM^nero; SI p es el producto de los dos 
nilmeros, entonces p • ((10 + a) +'b) 10 + ab^^ » 
Podemos veriflcar el enunciado anterior, mostrando 
que p/» (10 + a) (10 + b) . 

De este modo^ recordando que podemos conslderar a 

10 + a coino- un solo n^ero^ 

p ^ ((10 + a) + b)lO + ab ^ 

* (lb + a)10+ b(10) + ab 
^ (10 + a)10 + 10b + ab 



(10 + a)10 + (10 + a)b 
« (10 + a) (10 + b) 



distributiva . 

conmutativa de la multi- 
plicacidn * . 

distributiva 
distributiva 



i * \ / Capftulo 4 * 

* * Sugerencias para ex^menes 

'inscribe ana frase abierta o un enunciado abierto /|>ara cada 
uno de los slguientes: " 

. 1 . El Volumen V en pies cilbtcos de an sdlido rectan- 
gular cuyas dimensiones son x yardas, w pies, y 
z pxes • . , , • 

• 2 . Si v^n muchacho tiene 25,0 yardas de alambi^e de cerca * 
para un corral d^ polios, ^cu^in largo y cu^n ancho 
podrla hacer un corral, si quisiera que ^ste tuviera 
■ 25 yardas m^s de largo que, de anchp? 
3. En un huerto que cdntiene 2800 i^boles, el niSnrero 
de ^rboles en cada^€ila es 10 menos que dos veces 
el niSmero de filas. ' ^GuSntas fiias hay? 



ERIC 



130 



X20 



4, Pablo tiene d monedas de die^ centavos y tres 

** v ^ces m^s monedas de veinticinco centavos que de 
las primeras . Escribe una frase abterta para el 
ndmero de centavos que tiene Pablo » ^ ^ 

5, Si' h es el tercero de cinco niSmeros cardinales 
consecut^^os , entonces ^ 

el qulnto ntSinero es 

, ^ el segundo nuraero es , 



la ^ma del primero y el quinto ndmero es^^ ; 

* 

6. Jorge es 3 aflos mayor que Ana, y la suma de sus 
edades es menor .de 27 aftos . iQug edad tiene Ana? ' 

7. Hay cinco paquetes grandes y tres pequeilos. 
Cada paquete grande pesa 4 veces m5s que cada 
paquete pequeflo; y los''ocho, atados juntos, pesan 
34 Itbras 8 onzas. ^Cu^l es el peso de cada 
paqugte? . 

8. Jaime tiene cuatro veces m^s dinero qme Carlos. 
.Si le da 39 centavos a ^ste, los do.s-fehdrln • 
entonces cantidad^s igXiales. ^Cu^tito t%ene Carlos 
ahora? . *' 

9. Un padre gana por hora el doble de 1q que gana su 
I hijo. Si el. padre trabaja 8 horas y el hijo 5, 

ganan menos de $30.00. ^CuHnto gana el hijo por 
, , hora? 

* , 10 . ' Separa. $38!,. 00 en dos partes de tai «ianera que jana 
parte sea $19.00 nsSs que la otra. » 
11. Una canasta llena de melocotones cuesta $2.10. Los 
meloccM:ones cueatan dos^ddlares i^as que la canasta. 
^Cu^nto cuesta la canasta? 
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12. El espesor de un cierto niSmero 4e piiginas de un 
libro, si cada p^gina tiene un eSpesor de de 
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pulgada, 

13. El producto de un niSmero cardinal y su sucesor es 
342. ^ukl es el niSmero? 

14. El peso' dd Guillermo, 193 libras, es por lo menos 
10 libras m^s que el .de David. ^Cu^nto pesa 
David? 

15. Un vend^dor insiste en que debe tener pbr lo menos 
$12.00 al d£a en su cuenta de 'gastos, y su jefe 
iniste.en que se le debe dar menos de $30.00 al dia. 

^ Expresa esto como un enunciado abiarto. 
16". 'Corapleta el siguiente problema de toanera que 
' corresponda al enunciado abler to dado* 
Problema: Juan^ encontr6 una caja que contenfa $2*40. 



3 



Enunciado abler to: 5(x + 4) + ie(4x) + 25x - 240 



17.' En "cada uno de los casos sigaientes, traduce a una 
fras& abierta o a un enunciado que contenga una sola 
varlab]y|flk ' > 

(a) $3^^s que el sueldo semanal de Tom^s 

(b) El sueldo semanal de Tomis es mfis de $30. 

(c) El sueldo semanal de Tomiis es $30 m^s que el de 
Jaime. Juntos ganan $140 por sema na. 

(d) El sueldo semanal de Tom^s es $30 mis que- el de 
Jaime. Juntos ganan m5s de $140 por semana. 
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(e) El sueldo aemanal de Tom^s es $30 m^s que el 
♦ • . de Jaime. La suma de sua sueldos semanales esti 
entre- $1 40 y $200' > ' ^ 

18. Escribe cada una de las frases abierxas que resulta 
de seguir las sigui^ente^ instrucciones: • 

(a) Escoge un ndraero y aii^tdele 4 para obtener un 
segundo ntinero , 

(b) Resta 3 del segundo ndmer.o para obtener un * 
t§rcer ntlmero. 

(c) Halla la media aritamfitica de los niineros segundo 
y tercero. 



Capltulo 5 

LOS NDMEROS REALES- ^ 
5-1. La recta de los ndmeros reales 

En los capltulos del 1 al 4, el esltudiante ha estado 
descubriendo y aplicando prpp'iedades opecaciones en un 
conjunto .4e niiaeros que llamamos los niSmeros de la arittogtica 
Este conjunto consiste en el 0 y W los ni3meros asociados 
«oh puntos situkdos a'^la derecha del 0 en la recta nxim^rtca. 
Su trabajo con ndmeros familiar es^ le dlo seguri^dad en tales 
conceptos como las propfledades asociatlva, coittoutativa y ^ 
distributiva XACD), enunliados abiertos^ conJunt06 de 
validez^ etc, f ^ * 

Con esta preparaci^n^ est4 ahora lis to para dar nombres 
"a los.fnimeros que a^ignaremos a puntos situados a la 
i2:qaierda del El gonjunto total de los ndmeros correspond 
dientes a todos los puntos de la recta/ esto es, el conjunto 
de^los ndmeros re^es ^ es ahora su campo de actividad* * 

Conviene mencionarse que en este cur so h^os preferidp 
enf ocar los niSmeros negativos* de una manera .diferente a la 
de aj-gunos au tores* En vez de presentar un conjuntb nuevo de 
ndmeros (los nilmeroa reales) ;y entonces identificar un 
subconjuntd particular de €stos (los riiSraeros.no negatlvoe) 
con el conjunto original (lbs ndmeros de la aritmdtica)^ • 

hemos preferido el punt o de vista siguiente: "^Extendemos los 
» 

ndme^os de la aritm^tica al conjunto de% los niimeros reales, . 
aifladiendo los n\3meros n^gjktivos a los niSineros familiar es de 
la aritm^tica. Esi:o tiene varias ventajas: Primero, no 
necesitamos distinguir entre nxSmeros "con signo" y niSmeros 'kin 
signo*'; para no^otros los niSmeros reales no negatlvos son los 
ndmeros de la aritm^tica- Segundo^ no es necesario d^mostrar 
que las propiedades familiarei^ son v^lidas para los niSmeros * 



no negatives, pues estas ptopledades se conservan intactas 
al extender ios niSmeros de la aritm^tica. De esta manera, ^ 
evitamos la confusi6n de establecer un "isomorfismb" entre 

. ntttneros positives y ^'niSmeros -feih signo" . Obsirvese que no 
tenemos necesidad alguna de usar^la palabra ambigua "signo" . 

En general, hemos tornado el punto de vista de que un 
estudiant6 de noveno grado realmente tiene alguna experiencia 
con nijmeros negatives. EstH en eondiciones d*e marcar los 
puntos a ia izquierda del 0, y al hacer esto, efectuar la 
extensifin a que nos ref erimos . . * 

Una ^ref er^ cia general para el maestro en relaci6n. con 
este capitulo eS Haag, Studies 'in Mathematics , Volume III,, 

Structure of Elementary Algebra , Capltulo 3,'p^g. 3.16, 

V _ ■ . • ; . ' , 

p^ginatf* 3.23-3.26. 

En este' capitulo, familiarizamos al estudiante con el 
conjunto total de los niSmeros reales . .Incluimos la prdenaci6n 
y la comparaci6n de numeros reales, y la operaci6n.de 
determinar el opuesto de un n\5mero real. Otra seccidn se . ^ 
dedica a una definici^n y al -estudio del Valor absoluto 
dfi un niamero real. Aqul«debe sefial&arse que se ap^Hca la 
t^cnica espiral. Esta introducci6n del- concepta del val|>r 
absoluto va seguida""enV^iada uno de. lo$ capftulos que sigtien 
por usos y graSos de abstraccidn, cada vez, mayor es, del 
ttoncep to de valor absoluto. El maestro no necesli;a agfJtai^ 
todo lo que. se presenta aquf sobre valor absoluto, porque 
el temar reaparece tegularmente* * . . 

M4is adelante, en los Capltulos 6 y 7 , de^iftiiremos.la ^uma 
y la multiplicaci6n de nOImeros reales, teniendo cuidado de 
escoger nuestras definiciones para que las propiedades 
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familiar es ACB de las operaciones sean villdas para todos 
los ntSmeros reales* En lo restai^e del curs las operas- 
clones cpn .niSmeros reales nos conducir^n aVtnuchos temas 
considerados h||>11:ualmente en los curses de Algebra elemental. 
PUgina 97 > Introducimos los ndraeros negativbs de manera s. 
parecida a la' que empleamos para identif icar los puntos del 
lado 'dere«Wip de la recta num^rica correspondientes a los 
niSmeros^de la aritm^tica* Nuestra notaci<5n para el cuatro 
negativo, por ejemplo^^ es ."4^ y definitiyamente queremos 
que la raya se escriba en la parte superior izquierda. 

En esta etapa no deseamos que el estudiante p^iense que algo 
se ha hecho al xi^mero 4 para obtener el n^mero "4,* sino que 

en Verdad "*4 es un nombre del ndmero asignado al punto ^ ^ 

situado cuatro unidades a la izquierda del 0 en la.reqta- . 
num^rica* Con otras palabras, la rayar superior no- es el a - 
sfmbolo de una operaci6n^ sino solamente urt^ marca de 

identif icaci6n para niSmeros a la izquierda del 0, ^ 
En la secci6n 5-3, el estudiante es taif^ pr€p&i;gido para 

copSiderar a '"4 como, el ntamero obtenido del 4 mediante una 
. operaci6n llamada "tomar el opufesto"* El opuesto de 4 que ^ 

all! se introduce sjer^ represent ado por el slmbolo 4. 

Ahora la raya se escribe un*poco mas aba jo que en el caso de 

los numeros a la izquierda del 0, y- 4 resultar^ ser un 
.nombre mis conveniente para *'4. , 

Cada* niimero de la aritmdtica tiene muchos nombres y " 

asf sucede con cada ntamero negative. * Por ejemplo, el ntSmero 

"7 tiene los nombreg 
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Al cons truir gr4f leas de n\&ier6s reales^ el estudicuate 
debarii' saber que la recta numSrica que dibuja es solamente 
un$ aproxlmacidn a la verdadera situacidn de la recta 
num^rica. Consecuentt^ente, cualquier in£brmacl6n que 
dedujese de esta representacKSn de la recta num^rlca es s61o 
tan exacta como su di^ujo^ 

PSgina 98. Una vez que se han introducido los ntSmeros nega- 
tivos , ten^os los objetos con los cuales el esfudiante. 

"estari princlpalmente ocupado durante, los pr6ximos cuatro 
ailos de sii educacidn matemStlca « " Es muy Inconveniente tener 
que referiyse a "los ndmeros gue corresponclen a todos los 
punto's eri la recta num^ifica" o a "los ndmeros de Ta aritm^- 

^tlc|i^y |ps negatives", as! solemos usar el nombre los 
ntSmeros reales . No ^e debe permltlr que los estudlantes den^ 

importancia a la slgnl£lcacl<5n de la palabra "rec^l". Es 
slmplemente el nombre de este conjunto de ntSmeros^* 7 
No es conveniente ahora estudlar detalladamente^ los I 
niSmeros irracionales . La demostracidn de que .n/2 no es 
racional se dar5 en el Capftulo iJ^ Miehtras tanto, 
slmplemente deseamos que el estudiant^ vea un ejemplo de un 
ntSmero irracional tal como n/2 6 ir^, y que se le informe que 
hay muchos mds» * * . 

Pjigina 98, 

Ndmeros Reales 



NiSmeros Racionales * NCimeros Irraclonalte 

— / >^ 

Niimeros Racionales 



Enteros 




1^ - — que ;«no .s5n Enteros * 



Enteros ^ Enteros 
Negativos 0 Positivos 
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Una equivocaci<5n corrient;e es creer que ^Igunos ntimeros 
en la recta son reales y otros son irracionales • Debe 
estimularse al estudiraite a decir^ per lo menos por ahorfi, ^ 



que 2 es un niSmero real el cual es^ un niSmero racional y * 

3 * » 

un entero negatiyo; — es un ndmero ,real y tambiSn un ntSmero 
racional ; *r2 es. un n^ero real y tambi^n un ndmero negative 
irracionar^ Lo importante es que cada entero es tambign un 

n&nero racional y un ndraero real;^ cada ntSmerp racional es un 
niSmero realj^y cada ndmero irracional es un niimero real. , 

Pagina 99 . El tn^todo de situar vTS en la recta num^rica 
depende de la *comprensi<5n por el estudiante del teorema de 
Pit^goras. De nuevo^ in^istimos en que no se permita 
distraer la atenci6n de las ideas principales , de la seccidn. 
Si esto puede convertirse en una leccidn completa acerca del 
teorema de Pit^goras, serfa mejor cmitir la construccidn* 

Para el e'Studiante m&s capacitddo^ el diagrama dado en 
el text;o para^hacer la grfifica de nTJ puede ampliarse f^cll- 

>^ mente para obtener un m^todo de determinar sucesivamente 
•/J, n/Tj-ZT^nTS, ^c, (El maestro no est^ obligado a seguir 
esta sygerencia,)/ Dado el segmento unidad, de 0 a 1 en la 
recta nmn^rlioai sea i una recta paralela a dicha recta 

. num^rica y distante una unidad de la misma* Sup6ngas'e que 

X ,es un ntSmero mayor que o igual^a 1, para el cual h«nos 
podido Ibcalizar n/x en la recta nutn^rica. La perpendicular a 

la r.eata num^rica en 4>i corta a i en un punto B, y el cfreulo 

jc ^ _ J 




0 1 '^^t+T 

con centro en 0 y xadlo OB corta entonces a ia recta de los' . 



Ii7 



ERIC 



mSmeros la aritmdtlca en + 1. Aplicando la misma 
tScnica a ^/x + i, podemos localizar x + 2 . Este proceso 
se' puede continuar ^indef in^damente . En particular, , si x » 1, 
podemo* determinar sucesivameate nT^^nT?, etc* 

De igual manera^ el girculo con centre en 0 y radio nTx 
corta a i en un punto A, y entonces la perpendicular a i ^n 
A corta a la recta numfirica aritm^tica en ^/x Si 
X ^ 2 J *el proceso se t>^ede repetir para obtener ^^x - 2 , y ' 
ast 'sucesivamente* * * 

Comp* un ej^mplo, supdngase que x « 16 . Puesto que 
podemos situar f^cilmente 4T6 A en la recta num^rica^ el ' 
esquema anterior nos permite sit,uar nTIB y */T7 ♦ Aplicando 
el mfitodo ^ cada uno de €stos, podemo^ localizar n/T? y ^^^^8, 
y as! sucesivamente, 

Pjlgina 99 . El estudiante puede haber creido en algtSn momento 
que es un nt^ero racional, y espera^aos borrar' esta idea 
haciendo que calcule los cuadrados de varios' niSmeros racio- 
nales que haya llegado a asociar c^n ^. Esperamos que se 
d6 cuenta de que nTT es un ntSmero entre 1 y 2, entre^ 1.4 y 
1«5, entre 1*41 y 1.42, entre 1,414 y 1.415, y as! sucesiva- 
mente. En el Clapitulo 11^, denKDStraref&os que sTS no es un 
niimero racional. ' ^ 

Pdgina 100 • i^s un ndmero racional? 3 + 7?? En 

el caso de ^"^^ aytidesele al estudiante ^ razonar como 

1 r- * 
sigue: Si '2*J 2 fuera un ndmero racional, entpnces 

1 - * 
2 X *2*^ serfa un nCimero racional; con otras palabras, nTJ- 

seria un ridmero racional • Pero 'JlL no es un niSmero racional % 
1 

Por lo tanto,^*y\2 no puede ser un niSmeVo rational. De 
igual ^nera, debe .^fir^;fI^TTr2 no es un r^ero ' 
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racional) puesto que si lo fuera, entonces •/2 » (3 + n/^) - 3 
serla un ndm^ro racional. No se debe insistir en este punto, 
pero aqul introducimos por primera vez la idea de demostra- 
cidn indirecta (o draaostracidn por contradicci^n) • En Id 
seccidn 7-8, se dar^ un anilisis mis detallado. 

Deseamos que el estudiante vea que hay muchos pantos en* 
la rec;ta num^rtca sin coordenadas racionales • Aprender^ 
eventualmente la manera de nombrar algunos*de ^stos, pero no 
debe preocuparse de e$to por el moment o« Para un an^lisis de 
la representacifin de los ntlmeros racionales e irracionales 
medidnte expresiones decmalesj consultese Haag, Studies in 
Mathematics ^ Vol. Ill, SMSG, Capitulo 4 y Ap^ndice A. 

Respuestas al Conjunto > d'e probletnas 5-1 ; p4ginas 100-101: 
l.(a) CO, 6, -5, ■(!)) " ^ -4 "3 -2 -r| o 1 2 g ' 

(b) (-(|), |, |, -(|)) "14 -If i |; i I 3 

Desde luego, «los puntos localizados ser5n s6lo 
aproximax:iones . Sin embargo, los estudiantes deben - 
habituarse a la idea de que hay .puntos en la recta* 
correspondientes a los ntSneros utilizados en los 
ejarciciosj^ y que las representaciones que dibujan 
I en la recta^ num^rica son aproximaciones razonables 

Me las graficas de los niSraeros,. 

(C) r(|), 5*, ,7, C^)\ -7 -6 -5-4:9.-3 6 i 2 3 4 5 

(d) ..{-(if), -(f)> I -4 %\ 1 |^|. r 



"2 "V?"! • O 1 ^ 



(e) , , 3, "3) 
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m* <d)» » (g)» (1^) y (i) se deducen del hecho 
q^e cada niSmero positivo estS a la derecha del 0 3^ 
cadajcit&aeiro negative est4 a la izquierda del 0 an la recta 
de los n^eros reales. 4» 

(a) '3 est^ a la derecha de 4* ^ 

(b) - 5 est5 a la derecha de ^ * : 

(c) "^'2 eitd a la derecha de 4, 

(d) 1 est^ a la derecha de 

- . - 5 *^ 

(e) 0 est^: a* la derecha de (^) 

(f) (^). y (^) son nombres para el mismo niSmero y, asl,:^ 

representan el mismo puhto en la recta num^rica. 

(g) 3 est^ a la derecha del 0« ' « 

<h) estk a la derecha- de "4. 



(i) " (^) esti.* a- la derecha de (~) . 

est^i a la derecha de "(^OV . 



/ 



/ 



Por la manera de construir los mJuoaeros naMtivos en 
la recta numSrica, *el niiaero negativo i^) ^ corres- 

pondiente al menor- de los dos hiiQeros de la aritm^- 

.64. 
12^ 



tica^ est5 a la <ierecha de "(t^^* 



(j) J: estH a la derecha de 




Puest6 ctue al "rodar el cfrculo" se marca en la rectaV " 
; num&flca una longitiid igual a la cixcunferencia -del 
. ' cfrculOj ist:e viene a detenefsii en un piinto d6 la 
. recta' tt ^unldades a la derecha del 6. Si ei, efrculo se- , 
• ^rueda^hacia la izquierda uti.a revoluci6n, vj^^ , 
detenerse en un punto de la refcta niim^r|.9a cuya coorde- 
nada es "ir. . * . . " ^ 
A."" (a) "2 es un entfero, un niimero racional^ un juJaaero real* 

(b) "(j^)^Nes un ndmeto.racional y un ndmeiJo real, 

. (c)* *Nr2 es lin niSmero r^al* 

^' A » {O, 1, 2, 3, . , .) * = • ' 

B » a, ?, 3,. 4, \ . .) • ^ . «^ 

C = {0, .1, 2,^^^^^^^^^ *• ' , 

•\ I r .V-3,>3r-l, 0, 1, 2, 3^ . *> ; J 

N = {i, 2, 3^ ^ .3 \ ' * # 

/a, 61 conjunto de los n\Smero6 ca:^lnales , . y el con- 
junto de los enteros no negativos^ son lo mismo, puesto 
que ambos consisten en lo^ enteros positives y' el 0^ 
B, el conjunto de l<5fe entetos positives^ y el conjunto 
de los ndmeros naturales, son lo ml^Oj* puesto que atnbos 
Consisten en los ntineros naturales 1,^2, 3, ♦ • 
5-2 • Orden en la recta de los . niSmefos reates 

Siiponemos qu,§ el estudiante esperar^^ cjue la relacl6n 
'^es menor que" para ^los ndmeros reales' tenga el taismo, signi- 
fic.ado que tuvo para lo que ahor^ llamamp.s los niSmeros reales 
no ijegativos, _ . 

Es po|ible que algunos estudian^tes se pregunten si hay 
alguna otra ^def inici6n para ^*es menor que" que pudiera 
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haber$e escogido. Bi plante^n la cuestitSh, ej.. siguiente ' . 
an^iisis da i:^na ititerpretacidn^ razonat)l$ a primera vista, 
puede ser Mttl. Aunque "es manor que" se defimiS para los 
n^eros de la aritmiStica/tomo "est^ a la iEquierda de" en la 
.recta Tmmi^ri^a, tambi^n podrfa clatamente* interpretarse . • 
como ^•est^ m^s ceroa del 0 que" * Es entonces plausible que 
" para* los niSmeros reales bien pudiera tener este \Srtimo * 
signiflcadp* Por otra parte, el ejemplo del termSmetro no 
coneuerda con^esta interpretaci^n, ni% concord^iffan otras 
CD^a^ familiares," como la variaci6n en ^Itura de las mareas 
. o las elevaciones sobre y bajo el nivel del mar* 

^ Hay^ t^biSn una buena razdn matem^tica para recfcbazar esta 
interpretaciiSn. EX matem^ticOi^ nuncSa est^ realmeijta intere4 
sado en uns^ relaci6h como tal, sino ^s bien en las prop*ie- 
dades qufe tiene.^ No importa el significado que se d^ a 
' :"es menor que", s61S deseamos poder^decir, por ejemplo, que 
exactamente uno.de los enunciados "3 < "3" y ""3 < 3" es 
fcierto*' La''lnterpretaci6n plausible no pern^ite esta 
comparaci6n, puesto que ningunt) de los niraerod *3 y 3 est^ 
m&s cerca del t) que el otro. ^ " . 

ina 102 . Esperamos que el estudiante -diga que; 



< significa *"est^ a la izquierda de", > 
i< sighiifica "est^ a la izquierda de o es el •mismo nilrnero" 
que", . ' ' ' . ^ ♦ ^ ^ • 

>: significa "est5 a la derecha de o es -el mismo niSmero 
que" ", V ' . 

significa *^no est5 a la izquierda de", 
5^, significa "no ^sti a la derecha de'', 
en la recta de los n\3merQS reales* Debe tener definitiva- 
qjente una nocion del significado de '*<^»^ puesto que ^ran 
parte del an^lisis posterior del concepto de la ordenacidn 
est5 bas^da en "es menlir que" • 



, Al comparar n^&ieros racionales jaegativos, los estudiantes 
deben darse cuentav.de que la prop iedad mult ip.licatlva. del 1 
puede apiicarse a conv(ertirlo^''en iMSmeros raci<i|aales repre- 
sentados por fracciones con el mismo denbminador . ' Ab£, para 

comparar "(~) y tenemos 

Puesto que 13 x 17 « 1^ x 13, por la propiedad conmutativa* 

» ' x . ■ • , ■* • ■ - 

de -la multiplicAcidn, es f^cil comparar los ntSmeros 

• "(b^iV) y " (i7 X 13) 

Respuestas al Con junto de problemas 5~2a ; p5gina§,.102-10A: 

1. (a) 3-5*1 >es falsQ, puesto que 3 estd a l3a derecha de "X 
en la recta tium^rica, y es^ por tanto^ mayor que "1. 
Obs^rvese una vez m^s la comparaci6n f^cil de* un 
ndmero positivo y un ndmero negative. , . 
j^b) 2<'"(2) es falsbj- puesto que 2 est^ a la derecha de 

(•j)) y P^^ tanto, mayor que "<^) . 

(c) f 3»5 es falso* . 
** 12 *** 

(d) (— ) < '**2*2 es cierto% Transformando la fracci6n 
. decimal en una fracci6n ordinaria* el enunciado 

puede escribirse en la forma "(-^) ^ • Ahora, 

. ^(^) ^^TS^ ^^^^ ^^^^ ^ izquierda de ^(^) 

• '12 ^ 

en Ifii recta num^rica* Pot tanto^ ~(^) estii a la 

izquierda 'd^ "2;2. ^ * 
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<e)* "(|)^ "{.l^Xes cierto. ^uestorque ."(1) y^(l.±S)^ 
son nombres par* el mismo n\Smero, y corresponden ♦ 
al mismo punto en %& recta num^rica . • | rero cualguler 
niSmero real es mayor que o igual a si mismor _ 
La veracidad de I03' enunciados (f) - (j) puede determi- ' 
narse del mismo modo que ^(a) y (b) arj^feriores; en .conse- 
■yuencia, simplemente escribimos los resultados. 

(f) "4 3.5 es' cierto. , 

(g) "6 >"3 es falso. 

(h) 3.5 < "4 es falso. • . 
<i) -13 < "2.8 es' cierto. v 

"(j)^ VV"2.8 es falso. 
5, El objetivo de este ejercicio -es diriglr al estudiante 
a cornparar dos .ndmeros . Cuando el estudiante complete 
el ejercicio, verfi que hay solamente un enunciado cierto 
en cada uno de los grupos de tres enunciados.^ 

(a) '*3.14<"3 es cierto. , 

'3.14 » "3 es fal%o. 

"3.14 > "3 es falso. . 

"3 '.14 est^ a la izquierda de ""3 en la rectd num^rica, 
y es, por lo tanto, taenor que '3. 

(b) 2 < "2 es^^lso.. 
2 = r2 es falso, 
2 > "2 es cierto* 

(c) Simplificandp los noiabr6s de log^jj^meros ^ ^ 

y 2 x 2 , tenemos el p^ir 4 y 4 , "^W 



151 '.-^ 



. 4 < 4..es falso, ^5 ^ < 2 x 2 es falso* 

^ > 4 $s falsOj 6 A-±^*> 2 X 2 es falso, 
(d) Si escribimos "0.001 y ""(---i-O conio fracciones ordi- 

• • 1. aooo , , 

narlas , tJenemos el mismo ndmero dos veces eiv^l 
par, en vez de dos niSmeros distlntos* De este 
modo. 



1 - 
[^X6o!5\< "^ITO^ falso, 

1 1 
(jQ^) = "(j^) es clerto. ' 

1 ^ * ^ 1 * 



3. (a) y < 2 

(b) ViA 3 

(c) V ^-(|) 

(d) r / "2 

(e) X « 3 6 X < "1 

(f ) c < 2 y c > "2 
Ce) a 1 "3 y a ^ ~3 
(h) d :i "1 <^ d > 2 

■ (1) a < 6 y a < ~2 
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y 1X ^3 El conjunto de' validesi. en este 
i?caso es el conjunto vacfo, 0, y, por lo tan to, no 
* ' tiene .gr^fica/ 'jEl estudiante de|er5 .oibserv^ que j 
no hay niSmero ajfguno menor <jue "S y nmyor que 2. , 
El ej^rcicio w/ede servit para' recordarle que''debe .J 
'oK SBJLvav c tritdadosamente si la conjiancidn en el 
enunciado es "y" u "o" e interprjetar el enunciado * . 
de aiuerdo con itsto. 

(a) ' Un enunciadQ cuyo conjunto de validez es el conjunto . 

de todos los ntSqieros reales que mo son iguales a 
3 es: 3. Otro es: y>3 6. y<3. Obs^rvese 

que aungue los enuaciados an ter lores son equiva- 
lentes matemlticamente, sas traducciones. lingiilsticas 
difieren^ es el enunciado anterior el que 
^ describe direc^:ament:e*el conjunto requerldo* 

(b) Un enunciaclo;cuyo conjunto ^de validez es el ^ ^ 
conjunto de todos los niSmeros reales wenores que o 
iguales a 2 es v<."2, Otro es: v^^"2» / * 

(c) Un enunciado cuyo conjunto de validez es el conr ^ 
junto de todos los niSmeros reales no tnenores^ue 
-(1) es Otro es: .xi"(-|). Obs^rvese 

aquf que la forma alternativa es mSs f^cil de 
entender* Esto puede sugerlr al estudiante una 
descripci6n llngiifstica m&s clara para el ton junto 
requerido, - ^ 

Si p es un niimero real positivo cualguiera, y n es tin 
ftdmero real negative cualquierit^. entonces n estii a la 

izqtiierda del O^ y^ p esti a la derecha del 0;^as£, n 

esti[ a la izquierda de p. (Recu^rdese que este vprincipio 
se us6 para facilitar la comparaci6n de niSmeros en muchos 
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de Xqs ejercicioa anteriores*) Se deduce-que ^•n< p" 
^ y **n 5**p" son enunclados ciertos, y que "p sn" es falso. 
El enunciado "n i p" ; es cierto^ puasto que significa 
n<p o n«p,yj aunque el segundo enunciado es falso^ 
' elpri»eroescie«o. . 
6* Si p es un nClmero cualquiera del con junto de los*. 

enteros ^ el conjwxto 'cle validez de \ ^ 

(k) '*2< p y p< 3 esTl, 0^ 1, 2) * Ixpresado con 

palabraS) 6ste es eT conjunto de todos los enteros 
; mayor es que ytambi^Q menores que 3. En la 

recta num^rlca, el conjunto se representarfa^iaediante 
la siguiente gr^fica: 

* * ■ • '. — - r " t ' ^- r ! ' — \ 

"" "(b) P y *4< p es^(*23 *3). * Este es el conjunto 

, de todos los enteros menores que ''4^^y mayores que o 
Iguales a "2* Su gr^fica ^jes: * ^ ^ 

(c) p 2 6 p « es {""5, 2), Expresado con palabras,* 
:^enemos la siguiente desc|tipci6n direct a de 
conjunto: el conjunto de los enteros iguales a 
2 6 a *"5^ Su grdfica es: • 

■ 4 





(a) Una elevaci6n de temperatura de dlez grados a partlr 
de significa que da temperatura ha subido de 
"5 a't), un aumento de cinco grados, y entoflfces ha 
subido- cinco grados mds^ haclendo que la lectura* 
final de la temperatura sea 5 grados sobre'^0. 



- ^- - - - , ...... ^^j^^^jp^ 

" ' ~ " ' - ~ - ~ ; ^ ^^^^..V 

, <b) Al Kaber \in aumento en temperatura de cinco grades _ 

• ' ■ ' ■ \ ■ • . ■ . • • •* ' *■ ^ - - 

desde la lectura Inicial de; 10 gifados, el marcador 

1^ , se mueve cineo gijados.liacia el 9ero,; haci^ndo la • 

. - ■ - • ^ /• 

^ ^ lectura final 5 grados* ^ ^ / 

* (c) aumento en temperatura de "15** a 35^ sobre cero 

lleva consigo un camblo de *15 a 0, esto es, un 

' \ aumento de quince grado5> y luego otro^ cambio de"^ 

- A" V " 0 a 35 sbbre cero, un aumento de treinta y cinco 

* * • ' * - \ , , *< ' . 

grados. El aumento total es, ententes, de-clncuenta ■ 
• grados , ^■^ ' ' ! 

V 8. Usese », < , o ^ para relacion^ cada nno de los pares, 
de ij^nera que resulte un enunciado cierto. . • 

■ ; «»> I . ' , " . , • J 

, > ^Obsfirvese que en €ste y en la mayor fa-' de los . . 
siguientes^ ejercicios, la propiedad multiplicativa 

V ' deLl-puede eamplearse para facilitar la comparacidn* 

3 3 *• 
• " . (b) 5 > 5 , ■ 

fil> il ce) -(|) <1 - : 

'■(ig) > "(tI? (f) -(|) < -{|) 1 ^ 

Pggin^ 105 / Al enunciar la propiedad de comparacidn ^, y mSs 
r adelante la propiedad transitiva ^ seguimos el convenio esta- 
biecido en el Capi tulo 2 ^e que cuando escribiiaos an enunciado 
ac^ca de niitieros, afirmamos tiicitamente la validez de aquel 

' enunciado « ^ * 

ia propiedad de compar^cidn dada aqu£^ llama tambien 
la propiedad de t^icotomia de la ordenaci6n: Obs^rvese que 
^sta es una propiedad de < ; esto es> dados dos. ntSmeros 
diferentes Xrualesquiera^ se pueden ordenar de manera ^ que uno 
sea menor que el otro. Cuando la propiedadNes enunciada. 
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debemOB incluir la teroera poaibilidad de que los numerales 

sean noiabres del xaisiao niSmero. De a.quf el origen del t^rmino 

, . • ■ * ' ■ . » • ^■ 

"tripotomfa" . ^ 

Aunque "a< b" y "b> a" comprenden ordenaciones diferentes-, 
"^tos~~^unctidoK d ic en -e i&ae^qate jii miama^sa a.cerca tie los 



n^ei70s a x ^* ^® modo, podemos ©aunciar una propiedad 

de tricotomia de^ la cfrdenacifin que contiene a "> asl: 
Para un n^ero cualquler^a a, j. un iMSmero 
cualquiera b, sdfl.amente uno de los , ' 

siguientes ea cierto: ^ 
a>b/ a » b >a. 
Si, en vez de 'concentrar en la relacldn de ordenacldn^ 
. lo hacemos en los dos nifineros, entonces "a< b" o "a>b" es 
cierto, pero no ambos son ciertos. Aqui fijamos lbs niSmeros 
a y luego decidimos sobre la relacidn de ordenacidn 

aplicable. Se trata de'decidir en qu^ estamos interesados: 
los ntlmeros o la ordenaci^n 'i propiedad de comparaciSn 
c qncierne a una ordenacidn . . ' . 

Respuestas al Conjunto de ^robleroas 5-2b; p^ginas 105-106: 

1. (a) "2 <^1.6 . / 
(b) 'Ik 0 / 

AquI los est/diantes deberin recordar que si un 
, niSmero es negative .serii ^ituado a la izquierda del ^ 

0 en la re,cta- num^rica reali > si es positivo, a la 

••J ' 
derecha del 0. En consecuencia, un ndmero negativo 

es siempre menor >que un niSmero positive o cero. 
Utilizand|) esto resulta m^s f^cil resolver el 
problema 1(c) y otros de este mismo conjunto de 
problemas. * . 
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(<i); -i6 = -(% - . • 

Obs^rvese el tiso de la propiedad asociativa al 
simpllficar el segundb ndnjero: . . " 



7(f X X2) ^ 
T(|-)(12) 



2. Util^cese solamepte para hacer eounciados eiertabs 
(a) -3 < 2. I 



(b) "1^1/ 



it) ^ < ^ N^ooe que 103 , 206^ 
§^ 13. 2 _ 10 , 10 . 13 



(1) "1.5 < Rcnucrticsc. que 1-41 < 1.42. " . 

*(J) 1.5 + 3 <^ + IT. 

„ Aquf' el estudiante puede escribir 1.5 + 3 = 1.4 + 2 
y emplear las desigualdades lA^^Z y 3. lor 

para demostrar que 1.4 + 3.1< ^/2 + > . Finaltnente, 
" ■ por .ia propiedad trarisitiva, 1.5 + 3* n/2 + n . 

^yAqul se ha anticipado la propiedad *'si a, b, c j d 
son ndmeros reales para los cuales a <h j;^ c ^d, 
entonces a + c < b + d", que se estudia en el 
Capitulp 8. ' ' * 



Si a es un nt^erp real y b es.un ntlmerb real* 
entonces exactamente lano de los sigulentes es cler^toj 

a^?« b, a >l)i b > a, 
^R^dactando de otro modo el ejercicio 1 y iatl,lis:ando los 
pares d^^dmer os dados : 

(^a) Eti 1(a) . o bien 2 > 1*6 <5 1.6 > ,2- Puesto que 

1,6 est5 a la derecha de 2, "1.6 >"2 es el enun- 
ciado cierto,. - 

(«) ^-16 = -(2|), . . 

(e) 12« (5.+ 2)(ix^) \ 

(f ) 2 > ""2 ^ . 

La mejor enimciacidri serfa: "Si a es \in n^mero real 

y b es un ntSmero real, entopces exactamente uno de 

los siguientes es cierto: a>b o a\<b*. 

Algunos piiedeti decir:"Para dos ntSmeros reales cuales- 

quiera a ^ b, a^li o*a:Sb, Si a<b b<a, 

entonces a « b"* El Ultimo enunciado es razpn^ble^y 

pueril en aparlencia. } Sorprendentemente resulta ser 

uno de los^ criterios m^s Utiles para determinar si dos 

variables tienen el inismo valor I £n muchas" ocasiones en 

el andlisis matem^tico, por ej^emplo^ sje puede demos trar 

con un argumento que a^b y con otro que b<a. Asf 

Be puede deducir entonces que a « b.. Dados dos ftume - 

rales, es cosa trivial verificar .si reprfesentan o no el 

* 

mismo niSmero. En el' caso de dos ntlmeros, desde luego, 
tenemos la informaci6n completa / !Es solamente cuando 

nuestra informacidn acerca de dos "numerales" es 

incompleta que un enunciado como, "Si a'i b b<a, 

eutonces a « b", puede posiblemente ser de utilidad como 

xm instrument©. 



P^gina 106 . Cualquier intento para dar ejemplos de la aplica- 
di6n de la propiedad 'transitiva de < con ternas ' de enteros , 
puede ser recibido con un "jY qu^l" por parte de los estu- 
diantes. Por otra parte, no sdlose pued4\ 4ar ejemplos de 
esta propiedad utilizando fracciones, comjf en el texto, sino^ 
que el estudlante^ puede tambi^ apreciar su utilidad y quizes 
se incline a declr " ;Y qu^'." *en una voz m^s imperceptible. 

El estudiante verS m el" cuxso de^^u entrenamiento 
laatem^tico mucbas • otraB rel'aciones que tienen la prop'iedad 
transitiva: "es* igual a" para niiaeros, "es un factpr de" 
para enter 6s posit:ivos,'*'es congruente a'' para varias figuras 
geometrical, .etc. ^ . 

iCuil es una manera f Icii de decir < 3? Por la 

propiedad multiplicative- del 1, 3 = 3 ^ ^"to * 

> 

12Z< 3. De igual manera, 3 = 3. x || = asi que 

113 " o 55 55 . 



3. .167 * ' 

^ 55 



Respuestag al Conjunto de problemas 5- 2c / p^ginas 106-107 : 
1. (a) -(|) < |, |<.12, ■(|r< 12 

(b) "t < "-^ > 'V^ < TT, "if < IT 

(c) ■ "1.7 < 0, 0 < 1.7, "1.7 < 1^7 . 
12(| |) 12'!-^ 12-1 



(e) 



3 



6 4 
10 



Entonces la ordenaci6h es 
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3 X (a? ^) ^ 3 X 33 



« 11 d 



2d 



. .(g X 3) 4- (7 X 9) . € f 63 

5^ ■ C) 

83 

■ - -2 

(99 x^3)| 99 X (3 X |) ^ 
2| . . 

Puesto que 1| < 11, 11 < 99 ^ y 1| < li, encontVamos 
^ 2 2 

que 

3 X S7 + 6 (2 X 3) + (7 x 9) 



_ ^ ^ ^ 

(2 X 3) + (7 X 9) . X 3)| 



3 X (27 4- 6) . (99 X 3)| 
>■ 9 2 ' 

(g) 3^ ='9, 4^ =16, y (3 +, 4)^ = 49. Por tanto/ 
32 ^ 42^ 4^ < (3 + 4)2, 32 < (3 + 4)2^ 



-/I 



(|) < ~(|)/"(|) < -(^), -(|)< -(|). 
6 



(1) 1+1== I 6 6 



1 + - 1 + 1= 

i<|. |<^, .|<^, <5 

1 ' 




1 +~(|)^ < 1 + |, 1 + I < (1 + |)^l + < (1 + 1) 



1x2 



rl\2 



1x2 
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tres ntSmeros reales a, "b, ^ c, si a> b ^ 
entonc^s a>»c. ' * 
llustraciones del Djpoblema X : 
1(a) |. 12' 12 >|.|>-(|)- ^«> '%' 

ic«) 3^ 42, (3 ^ 4)2= (3 * *)= > 4^ >-3^ * > 3^ 

ArturcT es^ m^s pesado que Roberto * 
Roberto es m&s pesado que Carlos • 

Conclusi6n: Arturo es m^s. pesado que Carlos* Sean a, 
h X c pesos de Arturo^ Roberto y Carlos^ respectiva- 
mente.' / ' 

Del primer enunciado^ a>b. 

Del segundo ^enunci^o, b > c* ^ 
De. la propiedad transitiva, segiSn est^'expresada en kl 
problema 2,"a>c, esto es, Arturo es m^s pesado que ^ . . 

Caflos. V "* 

ia propiedad transitiva para "=!' es: Para todos lt)s " 

inSmefQS reales^a, b c, si a - b ..^ b = c, entonces 

,a c. • * _ ,w 

Si Arturo pesa lo mi smo que Roberto y Roberto y Carlos 
tienen el mismo peso, sabemos que Arturo y Carlos tienen 
que pesar lo mismo. Si 3 + 4 = 7 y 7 5 + 2, entonces 
3+4 = 5 + 2. . ^ 

La propiedad transitiva para > ^rfa: Pari* todos O-os 
niSmeros reales a^ 'b 2 c, si a>b 2 b^ c, entonces ai c. 
Si TT J: 3.14 y 3.1.4 21 2, entonces T i 2. 
(a) Los ntSmeros reales no positivos >constituyen el 

conjunt«> de niSmeros menores que o iguales a 0; con 
otras palabras, el conjunto gonsistente en el 0 y 
* ' todos los ntSmeros negativos. 



■ISi ' 
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(b) Los n^Jmerod reales no negatiyos constituyen el 

. conjnanto de niSmeros mayor es que o iguales a 0; 

^ » con otras palabras, el coirjuntfo consistente en el 

cero y todos los'^ ntSmerps positives ♦ 
^ * »> - 

7 . (a) "(~) y " (^) . * Algunos estudiantes pueden observar 
8 . 12 

que -(^) -(l|) y -(||) - -(2-^). Refik^ndose 

■ ■* ' — 25 - 15 

a la recta numSrica, verSn que "(-j^^ * 

Algunps puederi razonar de la manera siguiente: 

■/ 8 ^ 8. * . 

"2 6 'iM.) > "(11). . . 

.^2 12 • 

. ' Si -(•^^> -2 y -2>:(||), entonces '(^) > -(-fl). 



8 

(b) -(12) y:(-^)- 



Obsgrvess^que "(3^) =^"(^) y'^i) ^ "^T^f>^'^XJ^ 

. Si "(1^) > y -(|) > ■(^) , entonces ' > ^ (r^ . 



Usando ndmeros mixtoSj *^^"'^) " ^^^^ 

y -(104) '.-(^aOx ^ . 

• 7 ^ •21'' 

Si "(5^) < "5 y."5< -(4||), . - 

• entonces -(55|>< --(4|f) y -(^) < -(^) • , ' 
A^-ternatiVaififente , 

^""281' S'lE^ ^ y ^"n^-TT^' 
entonces "(^11) ^"(^f^)- , 



A. 

4K 




1 or 
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' entonces * ^ > ' 

5^3. Opuestos * . 

Iros estudiantes han observado desde luego ^a, que con la 
excepcl6n del 0, los n\Smejros reales ocurren en par eg tales 
que los dos n\Smeros de cada par equidistan del 1) ,en la recta 
num6ri1ca real. Cada^ niSmero de dicho par se ^lama el opuesto 
del otro. Para completar el cuadro, 0 se ddSine .como el 
opuesto de si mismo. / ' , ' *^ \ 

P^gina 108 ^ Al localtzarvel opuesto de un niSaaerp^^dado en fa *^ 
yecta num^rica, puede que se desee usar^^ un cdmp^s ^pkra. \ ' ; 
destacar que el ndmero y su opuesto ^equidis tan del 0, ^ " ^* 
P^glna 109 . Habiendo observado que cadi ntSmero negativo .es 
tambi^n el opuesto de un ndmero positive, es evidente que no 
tenemos necesidad de dos simbolismcs para denotaiT los ndmeros 
negatives. Puesto que la raya escrita un poco m4s*a4Daio 

es, aplic^ble a t6dos los ntamerales para ntSmeros* re^^ilefi^, 
mieiitras que la escrita arrlba s61o tlene si^ificado 
cuando se aplica a ntttaerales^ para ndmeros pp'sit?ivos, 
retenemos naturalmente la raya escrita m^is #6a3o. Hay otraB / 
razones tnenos importantes para desechar la raya escrita 
arriba en favor de la otra: m^s Quidado hay que tener al 
denotar fracciones negativas con la raya escrita arriba que 
con la escrita m&s abajo; adem^s ,esta iSltima se usa univer-^ 
salmente, etc. De aqui en adelante , entonces , los ndmeros 
tiegatlvos cotno , ^C-^) , " n/^, y asi sucesivamente se 

-escribir^n -5, - '■^nT^, etc. Asf, leemos "-5" como 
"negativo 5" 6 el "opuesto de 5"* ^ Obs^rvese que no. tiene 
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stgniftcado decir "-^ es igual al negative de negative -^"j 

ei>Uugar declmos es igual al opuesto de negativo 

■ ■ " • 1 ■ • -1 

<$ es igual al opuesto del opuesto de ^j", — ^ 

El estudiante debe aprender a designar el.q)uesto de un ' 
, ntSmero especif icado por medio de la def inicidn . No ^ debe 
decir ni pemitlr que el egtudiante diga: "Para hallar el 
. opuesto de un ntSmero, cambie su signo". Esto es muy impreclso 
(en efecta^ nunca hemos afladido un ^^stgno** a los tw&aeros ^ 
positiyos) , y conduce a un ^IgeB^a puramente manipuladora 
que Meseamos evitar a toda costa* 

El opuesto del opuesto del opuesto de un nie[mero es el 
^ opuesto de ese ndmero* ^Cu51 es el opuesto del opuesto de 

un n\Smero negattvo? .El nilmero mismo, pgr supuestol, 
1 ^ El estiidlante sabe bien que la raya escrlta un poco 
aba^p se lee "menos" en el caso de la resta* Preferimos 
reservar la palabra "menos" par^ la^ operaci6n de resta y no 
usai^la como una palabra alternative para "opvxesto de'S Asl^ 
al aiiadir una raya a una variable, tal como se leerii 

"opuesto jie" . . , ^ 

Si X es un ndmefo positivo, entonces es un niSmero 
negativo. El opuesto de cualquier n\Smero negativo x es el 
niSmero positive -x, y -0 « 0» Asl> el* estudiante *tio debe 
^ precipit^rse ^a la concJlusidn de que cuando n es un ntimero 
real) entonces es un niSmero. negativo; esto es cierto 
solamente Quando n " es un ht&iero positivo, ^ 

No nos agrada leer ''-^x" como "negative x*\ Un niSmero 
negativo es^el opuesto de s61o un numero positive. Leer 
^"-x" comb ^"^^negativo x" implica que x es positive^ 
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deseamos que Iss estudiantes consideren a x como un ni5mero 
real cualquiera. Algunos maestros leen "-x" como el nega- 
tive de X . En este sentido el "negative de x" es slnSnimo 
de "eJL opuesto de x" . Prefer imos lo iSltimo. 

Respuestas ^1 Con 1 0nto ^de problemas 5^3a ; pigina HO* 

1* (a) El opuesto de 2.3 es -2^3* 
(b) El opuesto de -2*3 e5 2*3. 

<c) El opudsto de -(-2*3) es -2,3. Obs^rvese aquf que. el 
' opuesto del opuesto de un n\itnero es el n^era mismo* 
(d) El o^esto de -(3.6 - 2,4) es 3.6^ 2,4, o m^s 
sencillamente , 1\2, . _ 
^ (e) El opuesto de -(42 x 0) es (42 x 0^, o mj? sencilla- 
. mente^O* * ^ , 

^ (f) El opuesto de -(42 + 0) es (42 +0)/ o m&s sencilla- 
mente , 42 • ' * 

Los ejercicios (e) y (f) ofrecen una oportunidad 
para ver si las propledades aditiva. y multiplicativa 
del 0 estan bien af ianzadas* en la mente de los 
estudiante^. 

2. (a) Si - x es^ positive, entgnces el opuesto de x es 

negative . . . " 

(b) Si X es* negative, entonces el opuesto de x es 
positive. , <«» 

(c) Si x es "cere, entonces al opuesto de x es cere. 

3, (a) Si el^opuesto de x . es un ntSmero positivo, entonces 

el ntSmeifo x es negativo. 

(b) Si el opuesto de x es un ndmero negativo, entonces 
el numero x es positive. 

(c) Si el opuesto de x es 0, entonces el ndmero x es 
.0, pues 0 es el opuesto de si mismo. 
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4. . (a) Pqesto que todo ndmero real tlene tm opuesdb, se 

deduce que todo ntSmero real.es el opue^to de algiin 
ni&iero real* . . 

(b) Si. V€asB 4(a). ; 

(c) . Todo iwSmero negativo es el opuesto»de algdn ndmero 

real (positivo); por lo tanto, el^conjunto de las 
ntSmeros negatlvos es un subconjunto del con junto 
d^^tqdos los opuestos. » 

(d) Algunos opue&tos, a saber, los opuestos de niSmeros 
negativos, no son niSmeros negatives • Por lo tanto, 

, * el conjunto de los opuestos no es ujni subconjunto del 
_^onjunto de los ndmeros negativos, ' 

(e) No/ V5ase4Cd). - 

Pitgina 110 . Para justificar el estudio de ^i^^^ropiedad de ^ 
los opuestos'*, serla conveniente cpnsiderar aqul varios otros 
pai^es de nAaeros; por ejemplo, un par de diferentes niSmeros 
posltivos, un par de diferentes ntSmeros negatives, 0 y un 
ndmero positivo, y 0 y un nt5mero negativo, 

Respuestas al Conjunto de problemas 5-3b ; p^ginas 110-112 : 
1* <|[ecu€rdese que un nt!imero es manor qufe un segundo n\Smero, 
si estiS a la izquierda de €ste en la recta num^rica. ' 
' Ademfis, un ntSmero positivo es mayor que un ntSmero nega- 
tive* 

(a) 2.97 > -2.97 \ 

(b) 2 > -12 

(c) -358 > -762 ^ . \, 

(d) 1 > -1 * . * 

(e) -121 > -370 ' . 

■ (f) 0.24 > 0^12- * ^ \ 



(g) 0 « -0. ' -0 es el opuesto 0 y ambos corresponden 
al mismo punto en la racta num^rica. 
' (h) -0,01 > -0.1. 

(i) o.ivo.or. ' * ^ 

• ; 2. (a) 4<f > -7<h : 

. (D) -|r'< # y <7 

(c) ir.< ^ y < ""^ 
^ * Tal vez sea necesario decir 'a los estudiantes que . 

TT „ 3.1416 con la aproximacl6n de una diezmtl^sima 
y pori otra parte pueden determinar ^ "3.1428 con 
la anroximaci6n de.una dlezmil^sima. 

(d) 3(A +" 2) » 3 X A + 3 X 2 por la propiedad diafXlbu- 
3 3 |iva • 

- 10 

-(20 + 8) «" (-)(20) + (1)8 por la propledad distrl- 

. ^ ' .4 ,4 butiva 

« 25 + 10 ■ 

» 35 

Puesto que iO < 35 V h35< -10, tenemos que 
3(A + 2)< |(20 + 8) J- |(20 + a) < -3(| + 2) . 

Entonces, -(Idli) y -2 son nombres para el mismo 
numero,^ ^ ' * 

(f) -M^a+tTi^^ -O^O; -(JS+O)!)- -15. Puesto que -15<0, 
el segundo de los dos nvimeros> dadoa es menor que el 
primero, y por tanto, el opuesto d^ primero es me-^ 
nor" que el opuesto del segundo. 



3. (a) ^ X > 3 
(b) X > -3 



^ — 1 


— 1 — ^ 
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'1' 
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El estuj^ante puede utilizar un mStodo sencillo de 
^ tanteo en el ejercicio anterior ^ b pue*de razonar 
, de im modo^4^ec±do al slguiente: El enunciado 
IPl^lce ^*el opiate de x es mayor que For lo 

ta^tO) "el opuesto de x|^' representarl^ ndmeros como, 

1000) etc. Si tales nilmeros son 
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opuestos de miembros del conjunto que buscamos, 
el conj^to en sf incluye - ""^^ *"6.7, -10| 

-1000, etc. 

Serfa may satisfactorio si los estudlantes 
^obsearvaran que los enunciados abiertos '•^•x > 3" y 
"x < -3" tienen el mismo conjunto de validez antes 
de construir las gr^ficas de dichos enunciados* 



(d) -X > -3 -^^^p™ ! I ^ I I I g ' ' 

(a) El enunciado es el siguierite: "fil opuesto de x no 
es igual a 3" . Hay muchos ntSmeros cuyos opuestos n6 
ison iguales a 3; de hecho^ solamente hay un ni^ero 
cuyo opuesto si bs igual a 3,^ y ^ste es, desde 

^ luego, -3. Por|lo tanto, el conjunto requerido es 
el conjunto de todos los ndmeros reales ^excepto -3. 

(by ^x ?i 3 . ^ 

For el razonamiento de la parte (a), el conjunto 
requerido aquf resulta ser el conjunto de todos los 
ntSmeros reales excepto 3 . 

ic) \ < 0 

El conjunto de valMez para este enunciado es el 
conji:\nto de todos los ndmeros reales menoresf que 0, 
es decir^ el conjunto de Ips numeros negatives. 
(dX ^x < 0 \ ^ , \ 

Aqut el conjunto requerido es el conjunto de todos 
los niSmeros reales cuyos opuestos son menores que 
cero, Ahora, si los opuestos de todos los miembros 
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de este conjunto son menores qiie cero, los miembros 
del conjunto *deben se^ miayores que cero; con otras 
palabras , "-x< 0" y "x> 0" tienen el mismo conjtinfro 
de validez. Asl, el conjunto de validez. es el con- 
junto de todos los niSmeros reales positivos* 

(e) -X > 0 » 
El enunciado estipula que el opuesto de x es 
mayor que o igual a cero, esto es, que el opuesto 
de X debe ser o cero o un niSmero positive . Por 

*lo tanto, X tiene que ser cero o un rnSmero nega- 
tivo, y el conjunto de validez consiste en tales 
miembros . Recu^rdese ^|ue una descrlpci6n abreviada 
de este conjunto es* el conjunto de los ntSmeros no. 
posj^Elvos » 

(f) -X < 0 

Aqui el razonamiento seria paralelo al (c) anterior: 
Cada miembro del conjunto de validez es cero o un 
niSmero positive. Una descripcidn abreviada de este 
con j into es el conjunto de los n\3meros no negativos. 

Aqul'^es posible una vjftiedad de respuestas. 

{&) A es el conjunto de todos los ndmeros reales no 

negatives . 
^ X > 0, -X < 0, X -f: 0, -X 0. 

(b) B es el conjunto de todos los niSmeros reales que no 
son iguales a -2. 

X ffc -2, -x 2. 

Tambi&i, x >-2 6 x < -2, 

(c) C es el conjunto de itodos los niSmeros reales que 
no son mayores que -3. ^ ' " ~ 

X f^-3, -X -I 3. ' 

Tambi^n, x < -3, -x 3. • , 



X > 0 y X < 0 * - 
Tambl&i, -x < -x > 0- ' 
i(e) E es el conjunto de todos los ni&ieiros resales, 
X > 0 6 K< % \ 
Tambi6ci> -x < 0 5 -x>0* 
Hasta aqul el estudiante no^-ha efectuado operlaciones de* 
suma y multipltcacidn con los n\5raeros reales, de modo que 
estos enunciados no deben ccMaprender tales operaciones; 
o por lo menos^ deber^ advertltsele contra el peligro de 
efectuar operaciones con las cuales no est^ familiarizado 

(a) 5t< i. ^ 

(b) -2< X y x< 1. - / 

Este enunciado abierto puede escribirse mucho m^s 
sugestivamente asf: 

-2 < X < 1. ' , 

Leerfamos esto del modo siguiente: "x es mayor 
que -2 ^ menbr que o igual a 1" . Esta terminologla 

destaca la representaci6n de la recta num^rica y \ 
suglere enf^ticaiaente' que x es 1 o est5 entre 
1. 

Nunca eiscribimos, por ejemplo, "-2<x>l'^ como 
una forma abreviada de *^-2<x 6 x>l"* El estu- 
diante se ve obligado a leer **-2 '<x>:l" como 
"x es mayor que -2 y mayor que o igual p. 1"; .con 
otras palabras, leerla "-2 < x 3:1" comd una conjun- 
. . ci6n, cuando lo que se necesita es una disyunci6n. 
(c^ xl-1 6 x>l,. 

(d) X X x< 2!6,/m^ brevemente, -2<x<2. 

(a) x7.2 es el opuesljo de -7.2. El mayor es*7.2. 

(b) -3 es el opuest6 de 3. ' El mayor es 3. 
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(c) -.0 es el ppuesto de 0* Ambos representan el mismo 
ntSmero« 

(d) »/2 es el opuesto de W^. El mayor es 

(e) , -17 es el opuesto de 17. El mayor es 17. 

(f) 0.01 es el opuesto de -(0.01). El mayor es 0.01. 
(s) -2 es el opuesto de -(-2). El mayor es -(-2). 

• 

12 * 12 

(h) -(1 ^) es el opues*to de (1 - ^) • El mayor es 

12 : 1^ 

(i) - X^)?^ es el ppuesto de ^1 - (i)^^ , El mayor 

e. (l - . : 

(j) ("I *• ^) ®^ ®^ ppuesto de -("I " ^) • El mayor es 



2 3'' 

Los opuestos de (a), (d), (f), (g) y (j) pueden darse ep' 
t€rminos de los opuestos de los opuestos^ por ej^iploA 
(a) *El opuesto de -7.2 es -(-7.2). 
(d) El opuesto de - ^2 es -(-Nr2), etc* 
*8. La relacidn >-^* no tiene la propiedad de c<Maparaci6n. 
Por ejmplo^ 2 y -2 son ntlmeros reales diferentes^ pero 
ninguno est^ mils lejos del 0 que el otro; con otras 
palabrasj^ ning\^no de los enunciados "-2 2", "-2 2" 
y "2^-2^' es ci^rto. 

La propiedad transitiva para dirfa lo siguiente: 

Si a, b, ^ c son nllmeros reales, ysia>-b Jfb>-c, 
,entonces a)-^ Este es, en efecto, un^enunciado cierto, 
cotno se pue^e ver sustituyendo la" f rase ''est^ mis dis- 
tante de 0 que" pdr el simbolp " >• " dondequlera que 
ocurra • 
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Las relacionas y tienen el mismo signi-* 

ficado para los ntSmeros de la aritm^tica: "est5 m&s 
distante de 0 que*^ y "est^ a la derecha de** significan lo 
mismo en la recta num^rica aritmgtica. ^ ^ 

(a) s >-lCfO; s es el n^ero que representa %a 
puntuacidn de Juan* 

(b) n<0. ^ n>-20p; n es el n\3mer6 que representa 

mi situaci6n financiera en d61ares, \ / 

f 

(c) d - 10 >25; d es el iwSmer© de ddlares en la deuda 
original de Pablo. (Algunos estudiantes pueden 

Y observar que las variables s, n ^ d estarfan 

\ ordinariamente restringidas a'ser niSmeros ra^onales 
^repr.esentados por fracciones cuyos denominadores son 
100.) 

Siguiesndo la sugerencia: 

13 15 ' ■ 

*-!lf5' y "Tj^ ban de ser comparados. 

13 /X-x „ Jil: ■ , * 

T^jf 557. , Propiedad multiplicativa del 1 

15/6v 90 X ' 

Para comparar dos nutneros racionales negativ^^Sj 
utilizamos la propiedad multiplicativa del 1 para 
comparar sus opuestos y luego utilizamos la 
propiedad de los jopuestos : Para 'hiSraeros reales 
a jj^ b, si a<b^ entonces -b < -a^ Podemos describir 
esto brevement^^ asf : Para comparar dos^ n\5meros 
racionales negativos (o positivos), los represen- 

tamos mediante fracciones que tengan un mismo 
denominador y comparamos los ndmeros representados 
por sus numeradores. 
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5-4. Valor absoluto 

. ' El concepto del valor absoluto de un niSmero es una de las 
ideas mfis dtiles en la matem^tica. • Encontraremos una 
aplicacidn inmediata del' valor absoluto cuando definamos la | 
suma .y muitiplicaci<5n de nimeros reales en los Capitulos 
6 y 7. En el Capitulo 9 se utiliza este - concepto para 
definir la distancia entre dos puntos; en el Capftulo 11 
def inimos >/x^ c"^mo |xl; en el Capitulo 13 se presentar^ un 
buen ejemplo de una ecuaci6n con soluciones extrailas. En los 
capitulos desde el 14. al 16 consideraremos enunciados abler tos 
con dos variables,, que contienen valor absoluto, y en el 
Capitulo 17 este concepto nos darH ejetnplos inter esantes de 
funciones. En cursos m^s avanzados de matem^ticas, en 
particular, en el an^lisis matem^tico y en la teoria de la 
aproximaci<5n, la- idea del valor absoluto es indispensable, 

pkgina 112 » La def inici«5n* cofriente del* valor absoluto del 
nijtmero real n copsiste en que es el ndmero |n| para el cual 



V 



n = 



n 



si nsiO 



-n, si n< 0. 

TambiSn de esta manera es como mlis se usa corrientemente el 
concepto del valor absoluto. Porf otra parte, puesto <}ue los 
estudiantes parecen tener dificultad con definiciones de 
este tipo, preferimos definir el valdt absoluto de un ndmero 
de tal manera que pueda representarse claramente en la recta 
numgrica. Debe evitarse a toda costa que el estudiante 
considere al valor absoluto como el numero obtenido al 
"suprimir el signo". Esta manera de considerar el valor 
absolute, aunque parece dar la "respuesta" correcta cuando se 
aplica a ndmeros particulares tales como -3 6 3, nos conduce 
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Otros t^ttainos menos cotirientes para valoir absolute son 

* 

valor numgrlco ^ ,Tnagnltud > y mddulo. 

• Observapido que el "mayor" de un luSmero y su opuesto es . 
ju&tamente*la distancia entre el niSmero y el cero en la recta 
de los ndmerosreales, podemos interpretar el valor absolute 
"geomfitricamente" . ... 

El slmbolo nT? slempre denota el nCimero posjLtivo cuyo 
cuadrado es 2 . El ni%ero ^agativo cuyo cuadrado es 2 se 
escribe - ' 

Respuestas al Con;iuntQ de problemas 5-"4a ; p^ginas 113^114: 
!• (a) 7; el mayor de'-7 y 7 es 7, 

(b) 3; el mayor de «(-3) y su opuesto^ -3, es -(-S) 
6 3- 

(c) 2; 6 - 4 es otro nombre para 2^ y 2 es mayor xjue su 
opuesto, -2* 

(d) 0; por la propiedad multiplicativa del 0, ! 
(14 X 0) es 0, y el valor absoluto de 0 es 0* 

(e) . 14; ppr la propiedad aditiva del 0, (14 + 0) es 14, 

y 14 es mayor que su* opuesto, -14. 

(f) 3; el opuesto del opuesto del opuestfo de 3 es 
simplemente -3, y el opuesto de -3 es mayor que -3. 

2. (a) Si X es^un numero no negativo, corresponde al 

punto .0 6 a un punto a la dgrecha del 0 en la recta 
de los numer ojaiBP Ies > Su opuesto, pues, estii 
en 0 6 a la Sjq^ierda del 0* Asf resulta que el 
mayor de x y su opuesto es, en este caso, x, 
Por definici^n, entonces, |x| es x, un niSmero 
no negativo* 

(b) Si X es un ndmero negativo, corresponde a un punto 
a la iEquierda del 0 en la recta de los raSmeros 



derecha del Q. As!,* pues, el mayor de x / y es, 
en leste caso, -x; con otras palabr^, si x es un 
*n\Siaero negativo, |x| es -x, el opuesto de x, y, pbr 
. consiguiente, un n^unejro pbsitivo. # . 
(c) Para cada ndmero real x, 1 es tinmiaero n6 
' negativo. En las partes (a) y (b) todos los casos, 
x<iO, x-0, x>0, se ban consider ado, y en todos 
ellos se encontrd que |x| es no negativo. ^ 



3* Para el niSmero negativo x, |x| es mayor que x, puesto 
que,.. para x negativo, |x| es*positivo en virtud de ; 
2(b) . Toda vez que uji niSnero negativo cualquiera es 
menor que un niSmero positivo cualquiera, x '< jxj para 

todos los. X negativos* , f ^ 

4. El conjunto {-1, -2^ 1, 2) es cerrado respectp de la . 
operacidn de tomar el valor absoluto de si>s elemetitos^ 
Tomando el valor absoluto de cada elemento, dpi conjunto, 

11-11 = i \ ' . 

111 /i 

encontramos que fel conjunto de los^i^lores absoluto s de 
los ndmeros del f on junto, origin^ es *{1, 2}. Pu'esto qu^e 
{i; 2) es un sifbconjunto de {-2^ -1^ T, 2) , este iSltimo 
conjunto es cerrado respecto de la operaci6n de tomar el 
valor absoluto de sus elementos. ^ 
Pjigina 114 , Esta bien^R^aro que en cada par formado por un 
niimero positivo y su opuesto^ el mayor es precisamente el 

niSmero mismo. Adem5s, |0 | se define sin mas como Igual a 0 

* 

Est|gs dos enunciados pueden expresarse simbdlicamente asf: 
Si x>0, entonces | x| » x* 



Paifa niSmepps iiegativos> la re^resenta:ci6nj^*de la recpa 
nvra^^ricm debe cop^encer al estudiante de <pie en cada uno de 
los* pares fom^dofe par ejemplo con -5, - -3 .1, y-*46'7 y su 
opue^tos 5^ 3.1 y 46 los mayoices son tesp^ctivajaent^,^ ^ 
5j 4» y 467 • Esta mi^a representacidn no puede menos de 
•decJtrles que en cada par foxmado^pgr cualquier niSmerp nega- 
ti\j<^^m opuesfco, .el jaayor es el opuestp del niSmero (nega- 



tlvo^S^lmbtSlicamente, si x < 0, ^entonces |x| » --x- 

. tfemos llegado, por tanto, a la definicijjn coi-riente del 
' valor absolute* Para todos IrOs numeros reales x. 



^ Respuestas al Gonjunto ' de problemas 5-4b ; • paginas 114-116: 

(a) 1-7 1 < 3 '6'. 7 < .5 ' Falso>^ 

(W) l-2| ^ |-3j d 2 13 ^ Citerto . .J - 

(c) I4| < 111 d ''J^ < 1 ' • Falsd " ' . 

..(d) 2 ^ J-3| d 2 <|:.3 : F«ivSO * ; . 

(el 1?J ^<5 5^2 Ciertp - 

(f) -SCI? • ' • ' clerto ^ . . !• 

!(g) -2 < I-3J d.»2 <3 ; - Ci^rto 

(h) 1^,1. *> l-^r d - % > 4 / FalSo , 

(1) r-2|^ = 4 d- 2^ =.4 • Cierto * 

(b)» (e), (f ), (g) y (1) son ciertos, 

A(a) ^J?+ |3| +3-5 . , 

. Jw2-j-+ |3| = 2 + 3 = 5. • ' " . 

(c) -(i2i + ^3r).=»_^-fe.+ 3) = ^5 z^- 

|d) i-lT^I t 13] ^ -(2 + 3) -5_ ■ ^ : ' . 

(e.) Vvl^- j;- 5') - » = § ""^ ; . ^* ; 

it ) X - 1-3l1 =^ 7 - "3 - 4 



(g) |t5I X 2 5 X 2 « 10. • 
^(h) -^(l-Sl "2) » -(5.-^2) - -3. 

(i)' Ml - ]2| « 3 - 2 / ; « >' 

Ai) 1-21 +1-31 » 2> 3 « 5. • 
(k)* .(1-31^. 2) » -(^ - 2) = .-1. 
(1) V(M| + 1-31) « .(2 + 3)"« -5. 
^m) > - {3 - 2 1 ='.3 - 1 » 2. 

(n) -(1-7! I'ej « -(7- . ey^ -i. " 

io)^ 1-5 1 X 1-21 = '5 X 2 » 10. * 
(i>) -( |-2l X 5) = -(2 X 5) = -10. 
(q) -Cvl-5| X |-2|) =i -(5.X.2) |=,-1G. 
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(a) |x| » 1\ El con junto de validea^yjtf 1, ^1}* 

(b) |x| « 3. El con junto de Vali^f^s {3.; -3) • 

(c) I xi' + 1 4\. El conjunto de v^tlidez es {3^ -3), el 
mismo que el de ] x | « 3 . . * 

.^(d) 5 - |xj 2. El eonjunto' de validez es {3, *-3)/ * 

Algunos estudiantes pueden ver esto a simply vista 
\0^6s pueden pensar en que 1 k| es la distancia entre el 
ti\Sme3?o X y ?1 0 en la recta num^rica; asl, en Xa), por 
ejemplo, x debe estar 1 unidad' dlstai\fe del cero. • Por 
lo tan to, x«l<5x«-l* Otros tambi^n pueden razonar 

como sigue, para (d)*: , 
^ ^ * ?ara hallar el conjunto*de validez de 5 ^Jx| « 2, 
si ^^0, j x| «. x, de modo que*^ - x « 2 6 x ^ 3 
si x< 0, 1 x) = -X, de modo que 5.-(-x) = 2 
r - . 6x^-3, 

El cbnjunto de validez es.[3,.-3}* 
H£gase que varies estlidiantete expliqu^n su razona- 
mi^nto^ poBS €sta una oportubidad magnifica para ^ 
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cpmprobar si entienden el concepto de ^valor absolute. 

» . \ 

^ ^ Para algunas clases aventajadas^ tal vez el maestro 

de^ee considerar ecuaciones tales como las slg^ientes. 
A#ique el conjunto de valldez es eyidente, ^jla aplicacifin 
del tiltimo m^todo anterior es interesante. . ^ 

, , . 5 + |x| - 2. 
Si x> O^ T^I X, as! 5 + X 2 6 X *^ -3. X > 0 y 
X. = -3 pio proporciona solucidn alguna* ^i x <0, ) x | » -x 
de laodo que 5 x « 2 6 x « 3% x < 0 y x » 3 no propor- 
ciona sciucidh alguna. El conjunto^de valide^ es 0. * » 

Aqul Ids estudianteg pueden ^^ec^r^f icultad en encontrar 
un punto de part:i^da. Puede ser de ayuda para ellos el . 
referirse. al Conjunto de problemas 5'-4a, pr6blemas 2 y 3. 
<a) ^ |x:j>: 0 es cierto parii todos los ntSmerbs reales x. 
- Si x>: 0, ' |x| > 0. V^ase el Conj\into de problemas 
* 5-4a^ problemas 2(b)* * % * . ; 
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Si yi < IxL >^ 0. * V^ase el Cbnjunto de probletaas 
. . 5*4a,^ probl6ma 3(b). # * 
(1?) x:i | x| es cierto para todos' Ids ridmeros reales x.. 

Si x^O, X*- |x! • Si x^O^ X < 1 x|. 

(c) -X < |x! e^ cierto p§ra todos los numeros reales 3C»» 
Si * X > 0, -X < Ix |. * Si * X < 0^ -X | i>cl * 

(d) -l^cl < X es cierto par^a todoS Iqs ndmeros reales x. 
Si "X > 0, - Ixl^l X. Si X < a, ^Lx I « X, ^ 

.5- Si m es el n^Smero'^e d61ares qfue yo tengo y j es el 
'luSmero de d61ares que Juan tiene^ la Drimera .parte del _ 
primer enunciado ^el *prbblema, "Juan ti^ene nienos* dinero 
que yo", paede traducirse^en j oi, y la segunda parte 
del enunclado, "Yo tengp menos dje $20", en m <2lO. 



o 
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Ahora tenemps a nuestra disposlci6n los dos enuntiados 
j :<m m<2Q, Usando la propiedatl transitiva, t^nemqs 

. ' ^ j< 20; 

con otras palabras, Juan time menos de $20 « 
6^ (a> lxL<2. ~o^— ^ 



El estudiante ^€>de construir la gr^fica requeridaj 
ensayando dif^rentes ndmeros como valor dts x en 



^ . el enunciado. En^lugar de esto, puede razonar de 

manera anitloga ^a la siguiente; * El enunciado esta** 
bleoe que "El valor aSsoluto de , x es menor que 2" • 
\ * En la recta num^rica^ e$te enunciado se convierte 

/ ' * V en "x es^menor que 2 unidades distantes del 0*^. 

di "I 



Per lo tan to J la griifica x| < 2" ^ la presen- 

t^da apterioipnaente;. 



,s (b) ^ > -2 y x< 2^ 



(c>'-|x|>.2 .,,u r 

Como en la parte (a).) en ^sta el estuidlante .puede 
^ ^^ISBtSpntrar el* conjunto requerldo blen per tanteo, 
. ' o i^ecordando 1^ interpretatfidn de V^alor- absoluto 

\ como una distancia en* la' repta huip(Srica, igual que 
J en el caso (a) anterior^ ^ • 

^ (d)' X < -2 6 X > 2 ^ — N _H 

* ?• Las gr^ficas de los enunciados en 6(a) y 6(b) son las 

. ^ . mlsmaB.' . - ' ' , ' 

• Las gr^ficas ae los enunciados en 6(c) y 6(d)* son las 
mismas « 




£1 estudiante debe empezar a darse cuenta de que lo8 
etiunclados (a) y Q>)/ dicen lo mlsmo^al igual que 
acoritece con los enunciados (c) y^(d)» 

Si X es negativo, el valor absolute de x, siendo el 
mayor del par formado por el ndmero y suiOpuesto, es el 
opuesto de x, esto es* . 

.jx | * -X 6 ••x » I 3t J • 

Puesto que -x J^^\ son en este caso nombres para el 
mismo ntSmero^ sus opuestos tamblSn ser^n nombres para, el 
mismo niSmero, as! que -(-x) « - jx|. ^omo el opuesto del 
opuesto de x es x^ poddoaos decir -(-x) x, y final- 
mente, ^ 

X « - |x I • * 

El conjunto de enteros taenores. que 5 es el conjunto 

. ^1, 0, 1, 2, 3, A). 
El ponjunto de enteros tnenores qjwe 5 cuyas valores 
'absQlutos son mayores ciue 2 es 

. (. .-., -5, -4, -3, 3, 4). — , 

-5 y ^10 son ambos elementos de este conjunto, pero 0 
no lo es* ' ^ • . * 



m % % % 1 i 1 i 9 m 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 .0 1 2 3 4 5 

Tre^s "hdmerosi " ^ 

, (a) En P^pero no en I: Todps los pdme'ros positives 

con la excepci6n de los enteros, ir, 5*3,'^ 



etc . 



(b) En R pero no en P:* Todos los n^meros reales no 
positives, 0, - ^/'Z, etc.> ^ 



(c) En R pero i<o en P ni en I: Todos los ntSmeros 
reales no positives, con la excepci6n de los enteroSj 

. ^,^2..74, - etc' ' 

(d) En pero no en R: Todos los ni&aeros positives no 
reales. • 

Ihiesto que na hay diinguno, €ste erf el eojijunto vac£o^ 

11. E! ndmero que representa los grados de tempera turaes t* , 
(En este ejercicio intepretamos "no mjSs" para excluir 

lbs extremos -5 y 5*) Entonfces 

^ . o t *<-5 X t<5 6 -5<t^5.% 

* " , . • , . »■ ■ . 

12. ' I x[ « Q' tiene el con junto de validez l*03 . 



-1 tiene 6l ^conjunto vacfo,^fll, como s-u conjun|^ 
» de validez t Los esttfdiantes deben irecordar la dife- 
rencia e^tre [0) y 0. 



* Respu^stas a losyprobleiaas de repaso ; piiginas llf«li9: c;!,/ 

1. Los enunciados (e) (f) son ciertos.» 

2. Los enuneiados (^), (d), (f) son falsos. ^^, ^ t " " 

3. U)' t ■ r 1 I 'l , 0 - (q) I i. ' 11 1 I I I I K 

' 't Ot I 2 3 -a -I ; 0 • I' 2 

,-2 0 • 2 . -2, .4- /5 I - 2 

A. (a) 0:> • , , * ^ V ' , 

(b) €1 conjijnt:o dg^ todos los niSmeros reales • ^ . 

* ^ (c) El conjunto de todos lo^ numeros -reales maypres 

que -3. y menores que 2, > ' i ^ 

Cd) El conjunto de todos los nxSmeros no positzivos • 




(e) 0 

(f) EX con junto <|e todos' 1^9 ni^eri 



(c) 
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H 1 I . I. 

-I 0^ I ^ 

S^y i 1 — ♦ * i ir 

(a) Si.^t es el niSmero de graces de temperatura media 
el jueves, entpnces t< (-10) - 4; 6, si f es el 
ndmero de gradps de t^eniperatiAra media el viernes, 
"y t ^s como anteriormente, entonces t <f - 4, 
puesto que f < -10, t < (-10) - 4. 
•(b) Si s es el miner o, de grades de temper atura media , 
, y si interpretamos "no mas" para excluir los 

extremes -11 y 1, entonces esto puede escribirsie 
^ ; como un enunclado abierto^aompuesto: s > -11 
V ' $ < 1; 6 -11< s'< 1; 6 |s + 5| < 6. . 

(a),, (b) y (e) son enunciados ciertos. 

e^c. ♦ * ♦ ♦ ♦ f I I i 1 I I I ♦ < 

-9 -8 -7 -6 -i5 -4 -3 -2- -I. 0 1 2 4 5 " 

Si n es el entero,*n +*1 es su sucesor, y 

n. + (n + 1) « n + 1 
cuyp conjunto de val^dez es { 6 )* 

(a)4 Si s es el nCIme^ de i^rt^dades del lado de este 
cuadrado; s . es positivo y 4s es el perfmetro del 
cuadrado» ^ * # 

Un enunciado para esto es s> O^j^ 4s ^ 10* 



— ^ I I i 



*3 ■ * , 
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(b) ' Si A.|es el niSmero de unidades del 5rea del 

cuadMdo., entonces A » s?, donde s >0 x 4.s< 10, 
como -en 1^ parte (a> . Puesto que A es &*',.y. s 

' e& un ntSmero .del con junto de niSmeros entre 0 jr{'2.5, 
- el cQn4\int<i de validez de A es el conjunto de 
ndmeros entre 0 y 6.25. 



- {ill li I 



t Capltulo 5 



Sug^rencias para e^fdmenes 
Determina curies de Icrs siguientes enunciados son ciertos : 

(to) t-8| .< 8 A ^. («) -(i-51 + l-rl) - 12 
(c) |2| ^•|-.2| ; :^ , 



Pairtiendo de R; conjunto de todos los n^imeros reales, 
describe tres conjuntos A, B, C, c«ida^xwio* de^ Iqs cuales 
sea un subconjunto de^^pfe^Lige C' 4e modo que sea un- 
subcoijjun^o dcTA, pero no de B. , 
Reordena los ntSmeros siguientes .en \5rden ascehdente: 

Para cSda tino de los siguientes ^ares'^ determina . cu^ 1 

niSmero es er«menor: *. • 

(a) 2,-|-3j"; - (0^1-51', 2 • * , 

Xb) .4, -T ' ' i -if* 

Si a i.b^\ escribe' UDL*enunciado ibierto que exprese la. 
ordenaci(5n de -a ^ -b» ^ \ • . , 



,6. Si a<b, is^vi. posible escribir xm. enuaciado ablerto 
' •* . que <^cprese la ordenacidn de -a x Explfealo.*^ > 

. .7v- ^iscribe un enunoiado abieic.to cuya gr^fica' es : • - ^ 

^" ■ " .\ ' ■ ■ ■ ■ , " ^ ' ,, 

<: : ^ ^ v .^ '-2 -L ' cS \ I J" i . 

• • 8. Si b .\^s un ndmero negative', indica si cada uno de los^ 
siguientes es positive o negative; ^ • 

\ . (a) -b ^ (c) l-bl •« . • Ce) -(-to)., ' 

i ' (b) ibi (d) -|ibi (f). -|-i-br|— 

9* Si -17 * - y .-17 « --j-^, explica^^o puede 

utilizar esta informacidn para decidir cuil es el mayor 

^ ^ . eii^ \^ 324 
de ^ 3g- y - — . 

* ■ *. * 

10. Bibuja la gr^fica del conjunto de vaiidez de cada uno . 
. de los siguientes enunciados abiertos: <» 

.(a) |xj - 3' . • (d) 1x1 < 0. ' 

(b) Ixl - 1 = 5' (e) X < 4 

(c) Ixl X, 0 <r) -1x1 < 0 ^ 

' . . A :• \ • 

II* Describe el conjbnto de valides: de cada uno de los 



4^ 



siguientes enuhciados abiertos: • 



(b) Ixj < X , (d) |x| « -x 



A 



12. Describe la variable y traduce cada uno de los ©niunciados 

lingmsticos en jan enunciado abierto: 
I - (a) P^ro Vive mSs cerca de la escuela que Rafael y e8t4 




a m5s de.3i millas de la. escuela. ,iA qu6 distancia 



st5 la escuela de la casa de Rafael? 
* "Lk nota de Enrique es 1 y la nota de Jos€ es *j, . 

. ' y la de Enrique* es por lo menos 10 puntos m^s alta 
.* que la de Jos6.. , 
13 A (a) sT K >T ^ x \^cu41 es la relacitSn entree 

\ " * * / * 

^ ; r X ^Puede usarse aqu£ la propiedad transi- 

tiva? . ' . 

14."^ 'iEs el valor absolute de x siempre x? |P.or qud o 
p,ox: qu6 nb? ^ 



" . Capitulo 6 • ~. , . 

PROPIEDADES- DE li SUMA ^ 

Uno de lo"& objetivos priiafcipales de este curso es 
estudiar la estructura del'sistema de Xos niSmeros reales^ 
Empezamios rxuestro e^|:udio del ^ con junto de todos los niSmeros 
reales en -el Capltuio '5* Sin embargo ^ un sis t etna de 
ntSmeros cpnsiste en un conjunto de niiaejros y las operaciones 

f • i 

con estos ntSmeros • Por lo tanto, no tenemos realmente el ^ 

sistema de los numeros reales hasta *que def inimos |.as opera- 

ciones de sur^ y multiplicacidh para niSmeros negat^-Vos • 

El objeto ^e |ste y los dos prSximos capitulos es 

corregir esta deficiencia. Nuestro pt^nto de vista es que 

lias operaciones def inidas para los ndmeros iireales no nega^ 

tivos deben ser -extendidas a tojdos lo6 nttaierds reales • De 

manera que, las definlciones de suma y multiplicaci^n para 

todos los ntSmeros xeales tendt^n que ser formuladas exclusi- 

' „j # 

vamente en t^rmihos de los niSmeros lio negativos^y las opera- 

ciones con ellos (incluyendo la de; tpmar el opuesto) . 

D#sde luego, insistimos en cons^rvir^ Ivli^s propiedades funda- 

men tales de las operacibnes. 

El presente capftulo ise ocupa de la suma. Primero 

consideramos algunos ejemplos a,c^rca de ganancias y p^rdidas 

para su gerir la manera - de definir ^la. suma cuando intervienen 

ntSmeros ne^ativos. La recta num^rica se usa tambi^n para 

ilustrar esto, y finalmente s^ formula ut{a definicidn pre- 

cisa, primero .en\nuestro idioma y luego en el lenguaje del 

.^Ig^bi^aN... - * , 

El Capitulo. 7 se ocupa de la multiplicacidn^ Es m^s 
dificil ahora encontrar "situaciones de Id vida real" que 



sugieran lo que ^debe s^r la imiltiplicacidn cuando intervienen 

ntJmeros negatives. Nolobstante, una vez lograda la suma, la 

-«tsma.J)roptedad distributiva sugiere la manera de definir la 

^multiplicaci6n, / \ . ^ 

La ordenaci6n en los n\Smeros reales se introdu3^> e^--el ^ 

Capitulo 5* En el Capftulq 8, volvemos a la ordenacidh y 
obtenemos sus propiedades con respecto a la suma y a la 
multipllcacidn. Ehxeste capitulo hay un camblo importante 
en nuestro punto \e vista ^acerca de la ordenaci6n* Ante- . 
riormente nos hemos inclinado a usar la orden|rtlLdn como una^ 
manera conveniente de estudiar ciertas propiedades de los 
nVSmeros reales. En este sentido, o "> " fueron 

apenas otra cd3a que partes de. nuestro lenguaje. En el 
Capitulo 8> tratamos < " como una relaci6n de ordenacidn* 
Un cambio anfiio^o'^ el punto de vista tuyo que hacerse j| 

' 4ntes en e;l caso de la suma^ por ejemplo* En aritm^tica^ * 
el signo 'V en la expresidn ^25 + 38'! no es m^s^ que un 
recordatorio o una directiva para llevar a cabo un proceso 
aprendido anteriormente para obtener "63"* La idea de 
como una operaci6n a estudiar por si misma es en veirAad una 

^noci6n''diferente .de la ^suma de la aritm^tica* Asf, en el 
Cap^tulo"8^ la relacifin^de ordenaci6n llega a ser un objeto 
matem^tico por s£*mismo* 

Al final del Capftulo 8, hay un extenso resumen en el 
cual re^nimos las di"v?ersas propiedades del sistetaav^ los 
niSmeros reales obtenidas ffasta ahora. Aqui se hace^un 
intento para empeaaisuA^conM^de^ el sisteraa de los niSnjeros 
: reales desde el* punto de vis^a^eductivo. Con otras 
, palabras/ dicho sistema es con&isWado como un con junto 



Indeflnldo de elementos dot^do de una operaqidn de sumar ^ 
una operaci6n de mult^^TLicar , y una relaci6n de ordenacidn 
sujetas a ciert.as propledades presupuestas de las cuales 
pueden deduclrse i^Kiiante demostraciones todas las dem^s 
pxopiedades * ' . • ^ 

El estudianbe deber^^aprender muy rdpidamente en el 
presente^ capltulo a enconirar sumas que conti^en niSmeros 
negatives. JEsto es flicil ^ lor^ugt^en cpm^etamente los 
mismos ejemplos de ganancias y p^rdidas* Sin embargo, - - 
nuestro pbjetivo inmediato es ta^s ambicioso que solamente 
ensefiar la aritm^tica de nt&aeros negs^vos, Deseamos 
presentar el hWho Importante de *^que realmente »se trata de 
una extensi6n de la operaci6n de sumar para los niSmeros de' 
la aritin^tica (donde la operacidn^^s familiar) a todos los 
ntimeros reales, de tal manera que se conserven las pro- 
piedades fujidamentales de la sxima. Esto significa que 
debemos dar una d^f inicidn de la suma en t^rminos de sola** 
mente ntSmeros ntf negativos y las operaciones habituales con' 
ellds« it\ reaaltado en el lejiguaje del Algebra es una 
formula para/ a + b que comprende las operaciones* f amiliare| 
de la sumay la resta y la toma de opuestos^ aplicadas a los 
ndmeros no negatives fal y I bJ • La f6rmula completa 
parece impresionante por la variedad de casos.' Sin mbargo, 
la idea es sencilla y no es nada tnds que^un enunciado 
general precisamente de lo ^ue siempre haceroos al^ otktener la 
suma de niSmeros negatives • 

El problema principal es llegar hasta la definicidn 
general de a + b en una forma plausible. Hemes escogido * 

el hacer use consta^nte de la recta num^rica y especialmente* 

» 

de la interpretacidn del^valor absolute como una distancia 



a par tirade! cero, Por tanto, en la secc$:6n--6*l7 la nueva 
a +«b, segCtn resultaba sugerida por las nogiones de ganan- 
cias y pSrdidasi primer ament e se representa en recta 
num^rica. Se obt'iene movi^Qdose'"una distancia | b | ' hacia 

*ia derecha. de a^-si. b positivoi y hacia. la[ izquierda 
de a, si b'^es nfslativo. En la secci6n 6-2 » primer ani^te 
se considera el caso de smia de dos niSmerps negatives 
con'algdn detalle. Luego los otros. casos se consideran 
m^s brevemente hasta llegar a enttnciar la definicidn 
general, primero en el lengaaje corriente y finalmente en 
el lenguaje del Algebra, \ * 

^ ^ LosL Comentarios al principio del Capitulo 5 acerca^de . 
antiguos estudiahtes de~irs .MV^-.G. se apUcan tambidn a*»%ste 
capl'tulo. Adem^s, ob^ervemos que el material de 1jctavo-\ ..^ 
grado defs^.m^.G*. lei ha incluid^'TTa propiedad aditiva de ^ 
la igualdad y Ife propiedad multiplicativa de la igualdad. 
Estos estudianteVMeberSn considerar fUciles* estas ideas 

" cuando las encuenttren en este capi tulo-, pero no se debe 
permitir que^ como una consecue^ncia de ^sto, bagan demasiado 
mecSnicamente su trabajo con ecuaciones. 

Una'refexiencia sobre la extension de la-^v^eraciones 

» ■ % ' " • ■ \ 

para los n\5me^s de la a^itm^tica a los mSmeros realms la 

tenemos en'Haag, Studies in Mathematics > Vol. Ill, 

Stru<| |g|fre of Elementary Algebra, Cap^tulo 3, secci6n AT 

^-1. Sama de t»3mer^s reales ^ 

El punto de vista ba^ado en las nociones de ganancias y 
pgrdidas al sumar niSmeros pbsitivos y negatives p^rece 
natural. Lo tSnico que*piiede parec^r nuevo al estudiAnte es 
el :|ormulario medjlante ntSmeros positives y negatives .^^^^^^.^ 
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1 22 ^ Si sumamos^ 0, no resulta inovijriiento a|Lguno« 

Respuestas al Cpn junto de problemas 6^1 * p^ginli 123: 

Sf los estudiant^s ban aprendido a f ondo l,a aritmdtica 
de jdSmeros negatives*; es cfecir, si no Ciepen dificult^d en 
hallar sumas tales coma' (-7) +*5^, ent6n^s se podr£a 



1. ";,<a)'^ 

% 

(c) 

« 



Ijlema 






+ 8 = 


2. 


* 

Se ganaron 2 yar<las* * \ 


(-60)+ 50 ^ 


-10. 


Juan tuvo una p^rdida neta de 


(-15)+ 10 = 


- 5. 


Cinco grados b^ijo, 0, - • ^ 


(-15)+ 30 = 


15. 


Quince grados spbre 0. 


(-6) + (-3) 


+ 4 + 


5 ^ »0* La ganancia peta 






fue de 0 libras* 



4 



2. 



■I 1 1 »- 



■i 



-7 -6 -5 '-4 -3 -2 -J 
\ 

La suiiia es - 6. ' 

^ : <^ 



-t 1= 1 -t- 



2 



4. 



4-^ 



+■ 



+■ 



■4- 



-It -IO,*:-9 -8 -7 -6 -5\ -4 -3 -2' 
. entonces ' 
" • • JO 



-4- 



■4- 



-7 -6 * -5 -4 -3 . -2 - I 

t 

l»a suma es -6. 



0 i 



•2 3 4 5 
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La suma . ^ 2 




-3 



-'2 



• 0 - I 



entbnces 



La siuna es 1 




^7 



^6^ • -5 *4 -3 -2 



La suma es -5*5 

(g) 




(a) Mu^vase ;desiie el 0 ha^ta el 7 en la recta 
num€i>icW* Xaego mu^vase TO unid^des hacia la^ 
derecha* , * 

(b) Mu^vase dfesde el 0 hasta el 7 en la recta 

/ ntam&ica,^ luego muSvase 10 unidades hacia la 
izquierda, . • ^ ' * • 

X*c) Mu^vase desde e^ 0 hasta el 10 en la recta 
nuTnjSrica^ lu^ego muiSvase 7 unidades » hacia la 
i^quierda, 

(d) Mu^vase desde el 0 ha^ta el -10 aci la recta 
niim^rica, luego mu^vase 7 unidades hacia la 
izquierda*> ' ^ 

(e) Mu^vas4 desde el 0 hasta el 10 en la recta 
num^rica, luego mu^vase 7 unidades hacia la 
derecha. . . 

(f) Mu^vase desde el 0 hasta el -7 en la recta 
num^rlca, luego mu^vase 10 unidades hacia la 
izquierda* J 

(g) Mu^vase desde el 0 hasta el -7 en la recta 

> in" 

num^rica^ luego mu€vase 10 unidades hacia la 
derecha/ 

, * 

(h) Mu^vase desde el 0 hasta el -10 en la recta 

niim^rica^ luego' mu€vase 7 tinidades hac^a 1^ 
derecha * * ^ ^ 

(i) Mu^vase desde el 0 hasta el -10 en/La recta 
num^rica^ luego mu^Amse 0 unidad ^ 



(j ) Mu^vasp desde el 0 hasta el 0 en/la recta 

numSrida, luego mu^vase 7 unidades hacia la 
^ / t . ^ 

derecha • 

En (a) /(e), y (j) . \ 

Cuando ambos numeros son negatives , la suma . 
negativa, y el cy>uest;o de la suma obtenida cuand 
ambos ij^eros son positives*/ 



1 Or 



* " Respuestae al Con.iunto de prjoblemas 6-2a ; pfiginas 125-126 : 



1- 



(a) (-|) + (-r) 



-(1-21 + 1-71) . 



» -9' 



f 



^ Vtik p^rdidk de $2 seguida de uha p^rdi^a de $7 
una p^rdida neta de $9 . ^ 

(b) (-4^6) +' (-1.6) = -(l-4;6l + 1-1.61) 

= -(4.6 + 1.6) 
, • • - =i -6.2 ' 

Mu^vasi desde el 0 hasta el -4.6 en la recta 
.num^rica, luego inu^vase 1.6 uriidades^hacia la 
• izquierda. Se llegar^ a -6.2. 

(c) (,3!) + («2|) „ _.(|-3|l + |-2||) ' 

. - -(4+ 4) ; ; 

=-6 • ■ - • 



(d) 



(e) 



Mu6vase desde el 0 hasta el en la recta 
nutn^rica, luego muivase 2| unidadtes hacia la ^ 
izquierda. ' Se llegara a -6. 

(-25) +' (-73) »"^-(|-25l + 1-731) 
« -(25 + 73) 
• = -98 . 
Una pfirdida de $25 seguid^. de una p^rdida * 
de $73 es una p4rdida neta de $98. 

Aquf tenemos un problema en el que intervienj 
s61o la suma de ndmeros posltivos, as! es'qv 
no puede utilizarse la^definicidn de la suma., 
de ndmeros negatives. 
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' (a) 'XC-S) ^ ,(-7)- i -3,3 (f) . 1 6-1- j-^I = 6 - 4 

ft)) (-7) + (-6) = -13; ■ \ ' • . 

• (c) -(1-71 + 1-61)=- (7 + 6) (e) 0 + <-3).=^3 " 

» -13 ^' J(li) '-(1-31 jol) «.-(3 - 0) 

(d) 6 + (4) « 2 - . « -3 

(e) M) + 6 2 (1> 3 + C(-2)+ 2)v-'3;+'0 

. , . =3 3 

» .,' ^- ' 

3. Ca) {-3) ' / / (cy ■ C-3} . • ^* 

• f^) t-33 J ^ . (a) {-3); 

Si se utiliza la definicidQ de *la suma de §.os 
numeros negatives, los cchjuntbs de^validfez de l\>s 
enunciados se gtotienen fl^cilmente ; . 

4. \La distancia a parti!r del* 0 es (el Valor absolulp 

de) la diferencj.a entre los valores absolutos de 

los AiSmeros^ * • ^ ^ • 

5. Ddsde el punto de \it.sta de la tecta laumgrica: Si 

la distancia que no^ movemos hacia la derecha \es ^ ^ 
mayor que la distancia que nos mpvemps haciA la * 
izquierda. la suma' es Dositiva; si la disfciucia quevO 
* nos movemos hacia la iaquierda es may6r, la svima es; * 

negativa^ ^ . . * ' ^ 

Eli Jt^rminos de val^r absoluto: Si el ntSmero^ negSi— ^ 
tivo tiene el mayor valor absoluto ^ la suma es " ^ 
negativa; si el niSmero posit ivo tiene el mftyoj: • ^ , : 
valor absoluto, la suma es positiva* | . 

El enunciado es cierto para todos los valores / 

* * . . * 

no negatives de x, puesto que: 

Si X es po^itivo, es negative, y^ 

nuestra d^finici<5n se aplica. ^* ^ 

Si X es 0, tenemos: (--1) + 0= -(|-l|+ 0) 



^ Si' el domiiSo de x se extsie^die al con junto .de 
, ^ ' ' •- , • • ' « 

V todos los ntSmeros reales, ei enunciado no es ciefto; 

poi;que pi x ' es negative -x es positive, y • • . 
• • • nuestra definici6n\para la suma.de dos ndmeros ne'ga- 

tivos no se aplica. . "*'>. 
Respuestas al Ctonjunto de problemas 6-2^b ; p^ginas 127-129: , 

. 1.- ^a). (^5) + 3 = -(l5l.-*|3|) ^ " ; * 

■» -(5 - 3) , . 

. • (to) . (-11) + (-5) i -(|-11| + 1-51) ' . 

(c) .(-I) + 0 - -.I0|) " 

-(|- 0) . . 

- 8 • • 

(d) 2 + f-23 = |2l - 1-21 

, ' =2-2 * • 

. =0- 

(e) 18 + (-14) = - l-l^l 

= iB - 14 . 

(f) 12 + 7.4 = 19,4 

(g) (-§) + 5 = ,15| - 

■ 2 ^ • 

• * . 15 2 ^ 

= T " "J 

13 * 



(h) (-35) +. (-65) = -(1-351 + I-65I) 

= -(35 + 65) 
^ . . c -100 



Puesto^ que la suma de do$ n\inieros reales es^ un 
ni&iero real, el ^onjunto de todos los iwSmeros 
reales es cerrad<x respectd de la suma: 
Puesto que 3La sima de dos ntSmeros reales negatiyos 
es un ntSmera real negative ^ el conjunto.de todos 
los nVSmeros reales negatives es cerrado respecto 
de la suma* 

Las tefliperaturas medias diarias fueron: . 

71+ (-7), o 64 7r+:9, 6 80 

71 + 2^ d 73 71 + 12, o 83 

* 7l^+ (-3), d 68 . 71 + (-6), 6 ^5 

71+ 0. o ^ 71 , ^ 

La suma de las variacipnes es 

(-7) + 2 + + 0 + 9 + 12 + 6 7. 

(a) . Si X es * 5, entonces el enunciado 
5 + 2 7 e ^ cierto * 
. (b).*^Si y es -10, entonces el enunciado 
y 3 + (-10) «= -7 es cierto^ 

(c) Si a es -5, entonces el\^nunciad6 
(-5)'+ '5 « 0 es cierto.^ 

(d) Si b es 10, entonces el enunciado 

10 + (-7) = 3 es cierto. \ 

(e) Si X es 0, 'entonces el enunciado^ ^ 

X (~) + 0 es cierto. 

« 

(f) Si c es -4 J entonces\ei enunciado 

(-4) + (-3) ^ -7 es cferto. 
' ' 9 

(g) Si^ y . es --g^, entonces el eininciado 

(^) + 4 cirerto, - . ; 

6 3 o 

(h) Si X es 20, entonces el enunciado 
4(20) + (-4) » 6 es cierto. 



(i) Si y es 3, enton<fes el enunciado 
^3 + (-2)^ + 2 e 3 es cierto. - 

(j) Si X es. (-1), entonces el enunciado 
C3 + (-1)) + (-3)'= -1 es cierto. 



(f) Falso 

(g) Falsp 
Cierto 

(i) Cierto 



6 . \ (a) Falso 
*(b) Cierto 
(c) Cierto 
(jd) Cierto 

Falso 

7 . (a^ ^ Si X es la distancia desde el punto 'Hfe ^ 
partida (cpa el norte tornado cmo. la 
direccidn positiva) , entonces 

5c = 40 4- (-55): 
.(b) \Si n es el tercer num^ro, entonces 

(-9) + 28 -H- n = (-52). * '^^ 

(c) Si c es la variacidn de temperatqra entre . 
las 4 P.M. x^las 8 P.M., entonces 

-2 -h- 15 + 6 +"^0 » :-9, .* 

(d) Si g es el ndmero de liferas a\amehtadas en 
la tercera semana, entonces 

200 + (-43 + (-6) > g*- 195.- 

(e) Si s * es el niSmero de punHos que varid en, ¥ 
las listas d^valores de las acciones, 

83'+ (-5) + s = 86^ 

6-3* Propiedades de la suma 

Hemos visto enHla secci6n 6-*l que la definicidn de la 
realms satisface a dos de los tres requi- 
sitos que exigimos* Inclxrye como un caso- especial la suma 
familiar de^ numeros de la aritm^tica^ y coincide con nuestro 
sentido intuitivo de esta oper^i6n, como se muestt*a all tra- 
tar con ganancias y p^rdidas y con la recta niam^rica. El 
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tercer requisite, es que la suida de numeros reales tenga laa, 
mlsmas propiedad&s fundfOnentales que vimos tiene suma« 
de ndmeros de la aritm€ticat Se^^la embarazoso^ por ejaoaploj 
quevla suma de ntSmeros de la aritm^tica sea conmutativa y 
la suma de fi\Smeros reales.no lo sea, 

N6tese que, aunque no las llam^bamos asX al hablar a 
los estudlantes, las propiedades conmutativa y asociativa^ 
fueron, para todos los prop6sitos, consideradas come 
aKiomas para el sistecaa de los ntSmeros de la aritm^tica, y^ 
la operacidn de suma fue consider ada esencialmente como una 
operaci6n indef inida . Para Jos ntlmeros reales, no obsbante, 
hemps dado una definici^n de la suma en t^rminos 4e con- 
cepxos anteriores/ Si nuestra definici6n ha ^ido adecuada- 
mente escogida, debemos encontrar que las propiedades se ^ 
pueden demestrar como teoremas • Aunque much^os da los 
estudiantes no comprenderSn esto' del todo, deberd tenerse 
en ^iuenta como referenda* . ; 

Hemos tratado de dar a los estudiantes uij sentiJo ^ ^ 
intuitivo de la demos tr^bilidad de estas propiedades /"pero 
muy pocos de ellos estar^n en condiciones de seguir los 
detalles. Sin embargo, para el^estudiante que sea h^bil y 

est€ interesado, hemos dejado abierto el camino para que 

♦I 

se convenza por sf mismo completamente de que las propie-- 
dades se conservan en todos los casos, no solamente en 
algunos casos particulares que ^1 podrfa tratar. 
P^gina 129 . Quizes se desee recordar a .los estudiantes 
algo acerca de la ^propiedad de clausura: Para dos numeros 
reales cualesquiera a ^ b, a +^ b es un n\3mero real Unico. • 
Esta propiedad se incluye en el resumen al "final ,del 
Capitulo 8. 



ERIC 



Se han ilust^do tres casos de suma de n\Imeros reales. 
Adem^s del caso^'faniiliar de la suma de dos ni&ieros posi-^ 
tt^os, qpedan^Sos casos por ilustrar. Son: • 

(1) Si a ^ 6 *y ''^ < ^' 

• . 'a + b = - si lbl*> |a| 

per ejemplo, , 5 + (-8) = (-8) +5 ^ 

(2) Si b >-0* y a < 0, ^ 

a Tb - -daj - |b|), si lal > Ib| 

for ejemplo,(-8) +5= 5' + '(-8) • / 
Pjiginas 129-130 . Probablemente no es buena idea tratar 
de demostrar la conrautatividad en clase, y ciertamente no> 
deberia intentarse demostrar la a^ociatividad. Hay que 
considerar muchos casos y es diffcil hacerlc sistem^tica- 
mente.. No obstante, a algunos buenos estudiantes les gusta- 

e'ste tipo de cuestioiies y puede qu? disfrut^n tal experien- 

♦ 

cia . El estudiante dispuesto -que 4esee redactfiCr una demos- 
traci6n general de la propiedad conmtatativa de *la suma de 
niSmeros reales para todos los casos, podrfa hacerlo del 
modo siguiente: « ^ . 

-Se trata de demostrar que a + b » b + a para todos los • 
nCimeros reales a _2 b . * . 

- Si a>0 y b > 0, a + b = b + a, porque son niSmeros de 
' - ^ Xa aritmfitica. 

Si .a<0 y ^b^O, a + b -(Ul + |b|), 

b + a = -(|b| + !a|). 
( Pejfo jaj y |b.} son ndmeros de la aritm€tica, 
asf que |a| + |b| » lb| + | a|. 
Por lo tanto, a + b » b + a.*^ 



Si a>0 y b<0, a + b = (|ai - Ibl)( . j^j j^j 

. b + a - (|a| - |bl)J 

\ ' a 4.b =»-(|bl - lain j^, 

• b + a =-(|b| - |a|)f . 



Si 



En *cualquiVra de los dos casos ^ a + b « b + a, puestol 

^que los opuestos 'de n^eros iguales son igu^es, 
a < 0 b ^ 0, a + b » ^(|a| ^ |b|;^^ j^j ^ j^^j 



jj. si W ^ |a| 



a + b 

^ . . b + a « -(|a| - |b| 
a +J> = (jb| - la| 
; b-+ a « (|b| - laly 
* En cualquiera de los dos ca^os, a + b^b*+a»' 

Un examen. cuidadoso comprobar^ *que hemos cortsiderado 

tddos los casos posibles, y siempre hemos encontrado que 

♦a + b*»b-+a* 

■ . . 

vPof Xo tantjo, esto es cierto para todos* los nnSmero§, t-eales 

Pjjgina 130 (llnea*ll). /Cada par de numeral es es el nombre 
del mismo numero • ' 

En el caso de 1^ propiedad asopiativa de .la suma^ es 
improbable que adn ^un buen es'tudiante deba tfatar de 
--deptostrar todos Ips casro^r^Tia^defliO'StT^iclSp^ 
tediosa a causa del ndmero de cases a consi^ 
calcular (a + b) + c, por ejemplo^ hay que 
dieciocho ><^asos : 




r . Paf a 
aminar 



(1) a ^ 0, 




. c ^ 0« 








'(2) - a < 6, 


b '< 0, 


c < 0' 


a + b ^ Icl 


• 




(3) ' a ^ 0,' 


b ^0, 


c < 0, 






(^) a ^ 0^ 




c < 0, 


a + b < |c| 






(5) 'a < 0, 


b < 0, 


c ^ 0, 


)a + b^^ c 






(6) a < 0, 


b < 0, 


c 0, 


|a + b)< c 






^ or) a ^ 0, 


b < 0, 


c ^0, 


a ^|b| 






* (8)y a ^ 0, 
(SIT a ^ 0, 


b;< ©, 

h'< 0, 


^ 0, 
c ^'0, 


■a <|b| , 
a <lb| , 


ja + 
\|a + 


tol ^ 
br < 


(10)f a < 0, 


b ^ 0, 


c ^ 0, 


-lal^b 


|a + 


^1 ^ 


(11) a < 0, 


b ^ 0, 


c ^ 0,%i^|a| ^ b , 


|a + b| 


< <^ 


(12) a < 0, 


to ^ 0, 


P ^ 0, 


M < b , 


it 




(13) a ^ 0, 


b < 0, 


c < 0, 


a>> lb|, 
a i ib),. 


% 

a + b 


1 |o| 


(1^) a ^ 0, 


b < 0, 




a 4- b 


< l,c| 


(15) a ^ 0, 


b <• 0, 


c < 0, 


a < |b| , 


• 
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(16^) a'< 0,. I) 0,^ c < 0, 1^ ^ to, - 
• (IT) ,a < 0, to ^ o/'c < 0, |a| < i) , *a, + b |c| 
(le) a < 0, b 2 0» c <0, |al < b , a + b^< c. ^ . 

»Adeiftds dei .(l) V el (2) anteriorgk , hay diectsei^ casos mSs 
pajra a + (b + c).;. . . 

Si el estudiaxite e^.persist'ente, induzcasele a hacer una ' 
IjLsta de las casos para (a + b) + Cj, como la q,ue acabamqs cle 
presentar. Tal examen de las posibilidades seria tan valioso 
cpmo una ^einbst*aci6n; si pudiera exponer todos los casos 
anteriores , podrla clertamente entender la svima de los numeros* . ^ 
. reales • . • . 

Pagina 13 1 > propiedad aditiva de 4os op\3iestos dice que 
la siiba de a y C-«^) ^s cero. -No dice q,ue si la suma de a#|^ ^ 
y^otro nxjmero es cer^o^ el otro numero es (-a) . Esto s6 demuestra 
m^s tarde. . ' * ^ ' » ;^ 

Respuestas al Coniuntcr/ ie probl etnas > 6-3f;* pliginas vl-3l-'132: 

/ * 1 , (ai) M nimeral de la izquier da es ' ~ ^»^^ ^ ' 

3 ^ f(-3) +4^= I3 + (^3)j^ 4 l^ropiedad ^rsocia- 
^ . . ^ tiva .de la *suma 

= 0 + 4 • * Propiedad aditiva 

de los opuestos 

El numeral de l|||^erecha es ^ 

n 0 + 4. " ' . ^* 

'\ (b) El numeral, de la derecha e's J^^ ^ . 

i , (^-3) + 5^ + 7 - ^5 + (-3))- + 7 • Propiedad cohmu- ^ 

tativa de la stjma N 
* 

El num^al de la izquierda es> V^., ^ 

J (5 + (-3))- + 7/ 

■ ■ ■ J. - 
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^ (c) El nmeral de la. izquierda 

//? + (-7)1 + 6 « p + 6 * • Propied^d aditiva de 

* ^ los opuestos ^ ! ^ 

« 6 " • ,«* Propiedad aditiva del 

El numerfil^de la*dere<;ha es.ff; 
j(d)^ El numeraJL de la^ izquierda es 

l:-lK I-3K (-3) ^,1+ 3 + (-3) . 'Definicidn de 
^ , -.^ * ' valo^ absolute - 

. ^ ' . /^ ^ 1 + ra + (-3));*Propiedad aso^^ 

* * . * . ' * , ciatlva, de la 

* V . * > »uiQa ' ■ y 

^ » = 1 + 0 » . Propiedad adi- ' 
- ^ - tiva de los 

/ ^ • opuestos * * V 

- ^ 1 Propie^lad adi- 

* ^ * * V ' ^^^^ 0 * 

* El' numeral de la derecha es !• - 

(^y El numeral de la derecha es ^ r f 

.^(-2)-+ 3) + (-4) = (-2) + (^3 + (-4)) Propiedad asb^^ 

* ciativa de la 

suma 

El numeral de la Izquierda es 

^ ^ <-2) + (3 + (-4)). 

(f) El numeral de la* izquierc^ajBS 



(.|-.5j) +^6 - <-5) + 6, Definici6n de ^ 

" valor absoluto- 

="6 + (-5) PrOpiedad 

* ^ * coxunutati^fa de 



la supia^ 



El" numeral de 4-a derecha e's 

6 + (-5). 



(a) + 28 + (^. ^) - + C- %)) +. 28 ' ' - 

28 • . • ' • ' 

(b) .27 + (-18) + 3 + .73 - (.2J^+ .73) + ((-l8) + s) 

- ' « 1 + (-15) • 

(c) (-5)/+ 32 + 3 + (-8) = (-5) + (3 •+ C-8)) + 32 

• « (-5) + (-5) +32 
X • . .+ 32 / ' *. 

, ■ ' ■ - '22 ■ 

(a)'* (-*i) + 7 + (-2) + (- |) + 2 . « v. .\ 

((- 1) + (- f)) + ((-2) + 2) + 7 ' , • • . 

= (-2) + 0 +'7 . . ' ' * 

(e) 1+ (-3)'+ 6 + 1+ (-2) . 

= (ih^K- (.2))+ ((-3) + 6) _ ' ^ ^ 
= (2 + (-2)) + 3 ^ . . 

= 0'+ 3 - ' 

'=3 ■ . ' . - 

« 

(f ) 253 + (-67) + (-as) + (-133) <^ 

= 253 + ((-67) + (-133)^ +"(-82) I . . 

= 253 + ((-200) (-82)j - 

« 253 + (-282) . . • ' ; , 

(g) I- |i +1+ (-7) + 1-M » ^) + (-•() ' 

-8^7 * : 

(h) (x + 2) + -(-x) + (-3) - (x + (-x))- + (2 + (-3)) 

• ' • ■« ,0 + (-10 

(i) , w + (w 4' 2) + {-w) + 1* +' (-3) 

„ w + (w + (-w)) + ((2 ; 1) + (-3)) 
= w + 0 + 0 

aw *" 

. ^206 • . 



(a) 



X 
X 
X 



A X 

(b) m 
m 



« -J3C + (-x) 
« (x'+ (-x)) 

- 3 

+ 7 +• -(-m) 
+ (-rat) ,+ 7 



+ 



3 
3 



m 



(c) 



m 
m 
m 



n 



+ (-m)) + 7 
"0 + 7 

+ (n -p 2) + C-n)^ + 1 +-(-3) 
n '+ (-n) + '(nn- 2)t+ 1 
(n. + (-n)) + n.t, (2 + 1) 
O + n + j^3' 



+ r-^3)) » 



0 
0 
0 



+ 
+ 



4) + (-4) « 9 + 
(4 + (-4)) ' = § + 
y + 0 a 9 + 

• y «• ' 9 + 

y =5. 

Si a-< 0 y b -<Oi entonces 
a + b « -(|a| I b-j) • * 
. . >(^b| + Ul) 



0 
n 



as. p 
» 0 



=« b + a'*' 
Si a>0, entonces / 

a a. 
Si a^O, entonces 

0 « "(|a| - |0 I) 



-(|a|) 



-(-a) ■ 



(.4) 
.(-4)' 



Beflnlcidn de la stuna 
Propiedad conmutativa 
de la .siOTa para tmS- 
meros de la aritm^- * 
tica 

Definicldn de la stapia 

Deflnici6n de la suma 

Deflnlcidn dte \la suma. 
Resta dforhic/ en la 

arltm^tica ^ 
Definici6n de valor 
absolute para nh iw3- 
\nero .tiegativo ^ . 
Para todo * a, el 
dpuesto del opuesto 
de a es a. ^ 



^ *6. Si : a » 0. ■ > 

a + (-a) - 0*4 (-Oy 

. V ■ ■ • ... V, 

^ ; V = 0 + 0 

• St a. 1^ 0, " - . 
' o bien a positivo . ol 

es^poaitiVo^ 
es riegativo* ^ 
es negativo, * 

es posiitivo. ^ 



,S1 ;a 
-a 
Si a 

- a 



por ls> tanto^ a + 



( = 6. 



El opuesto de es 0» • 
Propleda4 ad^tiva del 0 

P^-Qpiedad de -compara- 
cion 



*t)efinlci(5i\ de los 
opuestos 

Def inicidn de valor 
absoluto 

Def inicidn de* la suma • 



6-4. La propiedad a'di'tlva de la, Ifiualdad 

Se puede recpnocer la "prcfj>iedad aditiva de la igualdad" 
en el enunciado tradicional, "Si ntSmerps iguales se suman 
a n\3meros igualps, ^las 'sufeias son , iguales" . ,Aunq\i-e ten- 
dremOs ocasiones* frecuentes 4e utilizar esta idea, 
preferimos no tratarla como una profiiedad de los nomeros 
reale^, porque en realidad ?s sdlo una consecuencia de- dos 
^ombres para el mismo ndmero. El nombre "propiedad adi- 
tiva' de la igualdad" serlT una panera conveniente de Xefe- 
rirse a esta idea^cuando necesitemos usarla. ' . 

Desde ot^-o punto de vista, la propiedad aditiva de la 
igualdad se puede consider ar como una manera de decir que 
la operacitfn de la suma es unfvoFa, esto es, el resultado 
de supiar dos -ijdtneros dados es un sOlo ndmero* Con otras 
^palabras, siempre que sumamos dos niSmeros dadds, obtenemos 
'el mismo resultado. Por lo tanto, si a, h ,^ c'son ndmeros 
reales, siendo a = b,^ntonces puede considerarse que el 
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enunciado "a + c « b + c" nos dice que el resultado de 
sumar los dos ntSmeros dados es el mlsiAo cuando tienen los 
noiabres "a" y *'c" que cuando tienen los nombres **b" y *'c^\ 
P|gina 133 1 /yanque indi<:amos la suma por la derecha, la 
misma propiedad.ser^ v^li-d^, *d^de luego, para Xa suma 
Indicada por la izquierda: f 

Si' a = b, entonoes c+a«c + b.* 
Estaf emos* en lil^ertad de utxXi^ar esta propiedad de la suma 
por' 1^1 derecha to. p®v la izguierda, * - % " 

P^gina 134 > Mas tarde/^fe los Capftulos 7. y. 13 ^os ocupa- 
remos de las Acuaciones eijuivalentes y las operaciones 

admisibles * que mantienen equivalenties las ecuaciones . Por 

ff « 
el momento, fein embargo, . obs^iFVese que todo lo que recl^- 
* . / 

mamas^ al api-icar la propie4ad aditiva de la igualdad es que 

/ <i 

si un numefo hace cierta la* ecuaci6n original / har5 

tambi^n cJerta. la nueva ecuacidn. Tenemos* entonces.la 
oportuni<^d de coraprbbar §i cada ndmero del ^conj\|nto de 
valide^ 

orxgirfa]/. Es necesario hacer esta verificaci6n en todos 
los cas&s, hasta que estudiemos el razonamiento mas 
comple/o presentado en el GapjCtulo 7* Recomendamos la 
forma moslirada €n «1 ejemplo 2, Cuando el estudiante est^ 
masAfamiliariEado con la propiedad aditiva de la igualdad, • 
pu^df ser* estimulado a pfensar en la suma de A a ambps 
ms/eiijDros. > no escribir ese paso* Se debe insistir, no 

obstante, en que la frase, *'Si la ecuaci6n es cierta. para 

ff " ' » 

algun niltnero x, entonces,^' sea escrita en todos los casos, 
d^t^cando de esa manera el significado real de 4^ que 
h|[cemQS. Veremos algunos problemas donde j io hay ningdn 
itnero x que haga cierto el enunciado, y esto justifica la 
lecesidad de tener cuidado, ^ * 



Respuestas aX Conjunto de problem^ys 6^; p5g$na 135 : 

1 esfcudiante debe estar en condiciones /de dar una 
ra26n para cada paso aX resolver una ecuacySn, Quizes se • . , 
desae qde las d€ por escrifo; si es asl, probabletaen^ie % 
convendrS^ sugerir abreviaturas para ha^er/es^to, r 
!• Si 5 « 13 es ci«rto p^ra algtSn 

entonces x +^ 5 + (-5) 13 + t-p) es cierto para el. 



/ rnxsmo X, 

x+ Ot 8* es cierto* para el 

> * . ^ ' mlsmo X, * 

X « 8 ' -es cierto para el 

- / ^ ' iaismo x. 

Si . X ^ Bf V * . ^ 

el mierabrp de la i2quierda es 8 + 5 « 13, 
y el toiembro, de ladder echa es 13. 
Por lo tan to, el conjunto de validez es { 8}^ 

la dni^ipa soluci6n ^s 8. 
2, " Si (-6*) + 7^ « (-8) + X es cierto para algtSn x, 

entonces 8 + (-6) + 7 = ,8 (-8) + x es cierto para^ 

el mismo x, 

9 *»*0 +.X es * cierto para 

* / . ^ * el mismo "^x, 

^ 9 « X ' es cierto par^^ 

, * * el Msmo x. 



V* 



sr X « 9^ ^ ^ 

el miembro de la.izquierda es (-6) + 7 « 1, 

y el miembro de La derecha es (-8X + 9 « 1* 
Por lo tanto, el conjunto de validez es {9}. 



3. Si'(-l) + ^ + (-3> « 4. + x+ ("-S) es cierto para 

. aXgxm X,. ! 

entonces^ • ^ (-2) » x + (-1) ^ei cierto para 

'v^ ' el mismo x| 

(-2) + 1 (-1) + 1 es cierto para ^ 

/ * * . el misioQ 

^ ^yi ^ ^ es cierto para 

* / . ; V el misfao * . 

* el miembro de la i9quierda.es. (-1) + 2 + j^-3)=<.-4 
* y el miembro d'e la derecha es 4 + (-1)+J^5) " (-2). 
La solucidn esV-1. 

4. Si (x +'2) + X - (-3) + X \es cierto l^ara algdn x, 
entonces •2x + 2 « (-3) + *x es cierto para el mismo 



2x + 2 + (-x) + C-2) * 
«■ (-3) + X + (-x) + (-2) es cierto parai el ^ 

mismo x, 
X » -5 es cierto para el 

laisiao x ♦ 

Si X «« -5, ^ • 

lit , . « 

el miembro'' de la izquierda es 

Y(r5) V 2) + (-5) = (-3) + (-5) - 
y el mifembro de la derecha es C-3> + <-S3sf« rB* 
Por lo tanto, el conjjjinto de validez es {-5). 

h 



vaii.aez es ^ 

5, * Si (^2) +*x + (-3) * X + (-4) cierto para 



algtSn X, 

entonces^ ^ x + (-5) - x + (-|) es cierto para el 
' ' " * mismo x, 

(-x> + X + (-5) 

« (nx ) + X + (•™) es cierto para el' 

mismo x, : * 

5 

-5 « - "2 es cierto para el 
* mismo X* 



I^ero -4 es falso, lo que contradice la 

suposicl6n^de que ^a ecuacl^n era cierta para 
algiin X. , 
' /3?or-io tanto, el conjunfo de valideE es 0. 

6'. ' Isi |4 + (-3) = | -2| + 5 es cierto ^ara 

• \ • * algCin X, ^ 

entonces |x| +. (t3) +-3 » 2^+ 5 + 3 es Wei>to.para el 

^ I x| 10 I * • * es clerto para el 

* , - 1^ ml smo 

x , 10 6 , X » ^10 ^ es cierto para el 
* \ ' mismo x, ^ 

• Si X * 10^ ^ * . - ^ 

el miembro de la izquierda es |l6| + (-3) ^ 
\ * . .10+ (-3^ '-:-7, 

y el miembro de la derecha es 1-21 + 5 2 5 « 7 
Si. X /-10 > ^ 



el miembro de la izquierda^es |-10| + (-3) « 

. \ '10 + i-3) « 7, 

y el miembro de la derecha es | -*2j + 5 «= 2 + 5 * 7* 



Las soluciones son 10 > -10. * 

Si (-1) + |x| = (-1) + (-1) es cierto pa#a 

algun X, 

entonces -1 + <-l) | xh 1 + (-^)+(<-l) es cierto para el 

mismo x> 

1^1^* "^+ f ^)+('-«^) es cierto' para el 
1 - ... mismo x, 

I 11 * ' 

x| « — ^ # cierto para el 

mxsmo X. 



Yt 



. . Pero jxj.es no negativo para todo lo que 

contradice la sup^osici6n de-^e la ecuacidn era 
cierta para alg\Sn x. • , > 

Ito, hay soluci<Sn» * 
8. ' Si ^ x + (-3) « |-4| + (-3) es ciert<j,para 

algdn x^ 

entonces x HK (-3) + 3*^ fy + (-3) + 3 es cierto pat^ el 

* » >wnismo x, \ 

X ^ 4 ^ es cierto vpara el 



mismo x« 



;Si X « 4. 

\ 



61 miembro de la^izquterda es 4 + ^^3) « 1^ 
y el miembro' de la derecha es i-4| + (-3)^*» 

• 4 V («3)'« 1. 

Por lo tanto^ el con junto de valide^ *e€ (4)* 

* ♦ < 

9. Si &-J^)+(x +1) = X + \(3c4-i) f es cierto para 

3 2 2 algdn x, 

entonces aef (-|) +-4 = 2x + l ' es* cierto para. 

° ° ^, el mismo k,' 

x+'(-x)+(-l) + (-1) - 2x1- <-x)+f|) +|r'es cierto para 
5 ^5 . o o 



Si X « - 3, 

el miembro de la izquierda es 

■ (.|) i) = (.|) + 1 

;. ^ • • 13 • . 

y el'toiembro de ia derecha es 

^ ^^ 3^ 2^ 6 ^ '^ 6'' 6 

13 . - . 
6 

4 

La soluci6n es • 



el raismo x. 

• / 



Pl[ginas 135^139\ gsta es prpbablem^te'la prfmeKa experienci 

" • ^ * ■ 

del estudiante 'cbti algo que se asemeja a una demostraci<5n 

formal ♦ Su principal dificuTtad aquf *es ver la necesidad? de 

tal demosti:aci6n. . Pedimos al estudi€irite extr'aer de su expe- 

riencia ^el hecho de qu§ paira cada mSmerot hay otro ni5mero tal 

que la suma de ambos es c^ro,, A^^felsmo tiempo, puede muy 

bien obtener de su experiencia el que hay soltoente un tal 

ntSmero* ^ ^Pof qu^, entonceS) aceptamo^ la primera xdea a base 

de la experiencia J pero ^^^ostramos la segunda? La raztfn es 

que ppdemos demos trar la* segunda /''Las dos ideas difieren en 

que una debe ser extralda de la experiencia, mientras la otra 

np. La existencia del inverso aditivo es en este sentido una 

*ide4 m5s fundamental que la ide^ de que hay solamente un tal 

ntimero. Expresado m4s fprmalrtfente^ la ^^stencia del * 

inverso aditivo es una suposicidn ; la u^i^dad del inverso . 

^ditivo es un teorema* Ref i^rase* a Haag^ Studies in . ^ 
.« ^ ^ ^ » , - _ ^.^^ ^ ^ 

Mathematics ^ Vol/ III ^ Structure of Elementary !!Mgebya ^ 
/yCapitulo 3^ secci6n 2, p^ginas 3»2-3,7 , para lectura complemen 
taria* 

Por. el momento, hacemos las demostracione^* de manara 
informal y tratamos de conducir al estudiante a este tipo de 
pensamiento gradual y cuidadosamente. En esteA^curso, el • * 
punto de vista acerca de la demt)straci6n no confei&te^n 
demos trar rigurosamente ' todo JLo que decimd^-^-^putfs a estas 
alturas no podemos^ sino que tratamos de dar al estfudiante 
una iniciacidn, dentro de su capacidad^ en el tipo de pensa- 
miento que llam^unos ^'demostraci6n** « No debemos impresionar 
al estudiante desfavprablejnente dancio demasiada importancia 
a« esta cuestidn, y no hay que flesanimarse si algunos no dan 
en ei clavo ininediatamente. Analfcense las demostraciones 
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• > 

ante elIos> tan^clara y s^ncillamente como sea posible. . 
Esperamos que al final del aftb t.endriln ya alguna inclinacifin 
- hacia el raaonamiento deductivo, y con ello una major idea de ' 
la naturaleza de la matemitica, y quizes ,un inter ^s'mayor en 
>6l Algebra, debido a la 'importancia de las demostraciones en ^ 
la estructura. Para lectura fundamental* acerca de la demos- 
tracidn, 'refer imps al maestro a Haag, Studies itp Mathematics , . ^* 
Vol. III. Structure of Elementary Algebra , Capitulq 2,. • . . 

secci6n 3. ^ ■ 

• Pjigina 135 . (-3) sum^ido a 3 da 0,^ _ ' . 

"4 sumado a -4 da 0. ' j: 

P|gina 136 Surnames (-3) a fin de que pueda utiliza^rse la 
propiedad aditiva de los opuestos para escribir el miemljro ^de 
la izquierda del enunciado de una manera mis sencilla. 

• 3, 5, ^6.3 cacia uno tiene un solo inverso aditivo. -Puesto 
que el 'con junto de los niSmeros reales es infinito, no podemos 
emplear la verificacidn individual para conf irinar que el 
inverso aditivo de cada ni3mero*real es iJnicO. 
Pdgirta 137 . Hemos utilizado la propiedad aditiva de *la . 
igualdad y la propiedad aditiva del cero. Las otras dos 
razones son la propiedad aditiva-de los opuestos y la propie- 
dad aditiva del cero. . ^ . 
Respuestas al Con junto de problemas ^-Sa ; p^gina 138: 
1. En ca^ia-una de las partes de este .problema, el 
ntitrfero para el cual el enunciado es ciertQ se 
determina casi inmediatamente por la unicidad del 
V inverso aditivo, e'sto es, si x + « ^ 0, entonces 

2 -X. 
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-3 






2 


(8) 1 


(c) 


-8 , 






.1 • 


' (1) 3 * 


r (e) 


-3 




2. SI,. 


porque por el teor^ema 6-5a sdlo hay un 



posible p&ra la variable, el*opuesto del riiSmero 
al cual se sutrik la variable para obt«^e»sJM 
P^ina 139 Demostracidn del teorema 6-5,b, 

(a + b) +^-a) + (-b)) a +b+(-a> + Propiedad asb- 

ciativa de la 
^ . ^ suma 
^ V +6*(*b)J ^pie^ades conmu- . 

taltiva y asocia- 

^ * tiva de la suma * 

0 + 0 * Propied^ad adi- 

, tiva de los 

opuestos 

, • « 0 Propiedad adi- 

^ tiva del cero 

' Asl, -(a + b) ^ (-a) + (-b)* * (a^+ b) tiene 

s^lo un inverso 

X * aditivo. 

^ *■ . - * 

Restmgigtag aJL Conjunto de problemas 6 -5b ; p^ginas 139-140: ^ 

1» (a^ --(x + y) ^ (-x) + (-y) Cierto^ se demostr6 en la 

^ seccidn 6*5* 

(b^ -X « -(-x) Puesto que -(-^) « x, esto es falso 

-para todos los niSrneros reales x 
excepto cero* 

(c) -(n^^) ^ Ci^rto para todos los ndmeros 

reales x^ 

(d) + (^2^ ^ (^x) + 2 Cierto; un caso especial 

de (a), donde y ^ -2, -y « 2* 
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Cl!ertoj un caso especial 
de (a) J donde x - a, ' ' . 
y (-x) - (-a)7 

(f) Para a « 2, b « 4, el enunci4do se conviertc^ en 

' (2 + + (-2) - A 

^ lo cual es falso* El enunciado no es cierto 
r para tQdos los ndmeros* i^eales ♦ ^ * ; 

Aunque esta detnostracidn mediiinte un 

ejemplo contradictprio es suficiente, se puede 

" - , ^ 

razonar tambi^n ^de 1^ siguiente manera : 

Mediante aplicaci(^ de las ^ropi^dadea. asociativa 

,^ y conmutativa de la sumaj la prdpledad aditiva 

de los opuestos\ y la i^ropiedad adit %;a del cero> 
obtenemos -b b; con* otras palabras, si 
^.'(a + (-b)^ + (--a) = b" 6s,^erta para todos los 
nilineros reales .a j^;; b^ entonces "-b » b" es cierto 
para t6dps los ritSmeras reales b* Pero 

« V es cierto so'lemente para b *=| 0, ^ Por lo 
tanto, jel enunciado + (--b)) + (-a) = b." no es 
cierto para todos los numeros reales a ^ b. 

(g) (^^ + * X + (-*x), Cierto^; un caso espe- 
cial de (a), donde x « x, y (••x), <-y) » x* 

2, l[-x) ^(y '+ (-2:)^ = (^x) +^-*2) + Propiedad conmuta- 

^ tlva de la suiaa 

« ^"X) + ("2)^ + y Propiedad asocia- 
. ^-.^^ _ » tiva de Xa suma 

^ , - (-(x + 2)) + y -(a+b)«(-ia)4<-b) 

ss y + ^(x .+ Propiedad conmu- 

f tativa de la suma 

. ■ • ■ . I- 



■21'-' 



. 3- -(3 t ^ + t H * (-3)'+ (-6) + 4 + (-5) es _ 

cierto. ^ s . > • 

El opuestp de la suma, de cualquier niSmero de riiiaero^s 

, es ^la. suma sus opuestos . ^ 

V ^ ' '(a)* €iett^» ^•^^ i 

, (b>* Falso , ' 7 

V^ * _r- _ , (c) Cierto . . ^ a / / 

Isfar^ demost?i;ar que --■154^+ b -^.c) A-a) + (7b) + (^c)V 
jiecesitaAios demostraY que / \ 

^ \ * ( a + b + <:) +((-a) + (-b) + (-c^ « O, 
pues' un n\Smero es el^ opuesto de otro, sl la ^suma 

de ellos es cero* * . 

*Demostraci6n: " , 

. • ~ - ' * * / 

.(a+b+q)+((-a)+(-b)+(-c)) « (a+(--a)) +^b+(«b)) + (cH-C- 

^ ^ asociativa y conmu 

^ ^ • ♦ • fatlv^ de^xla suma 

« 0 + 0 + 0 Propiedad adlttva 

^ * / " ^ de 'los opuestos 

» 0 Propiedad aditlva 

^ , - del cero 
Por lo tanto, -(a+b+^c) » (-a)+(-b)+(-c) . ^ 
Esto podrfa razonarse de manera an^loga para. 
cualquier niSmero de ni3iaeros. 
*5. Para cualqiiier niSmero real * cualquier niltnero 

real b, y cualquier ntSmero real 
, SI a + c =» b -fe c* * 

entonces (a \ c) + (-c) (b + c) + (-c). Propiedad 
^ ^ ♦ aditivai^e la 

igualdad* 



; + '^"^^) + + Propiedad asocla- 

tiva de 1ft sijmagt^ 
a + 0 . » b + 0 / Pi?opiedacl aditiva * 
^ de los opuestos 

" , ^ ^ * a " b Propiedad aditiva 

. ^ . * . del cero 

Re spues t as a. los Problanas * de repaso; pdginas 142-144: " 

• 'l. (a) 3 (a +(-6))/ J 3(2) ; (d) (-|)'+;|-| 

: (b) -3 + 2x 3 « -3+ 6 " (e) 1-61 • Isl + (-3) - (a8)+(-3) 

• * ■ =■ 3 . , ■ ' ' ». 15 .. 

(c) 2x7+ (-14) -^14+ (-14) (f) *6 (1+ |-4|) « 6(1+ 41 

>» 0 » 6(5) ' 

^30 ■ 

2. (a) Cierto ^ * (p) Cierto 

. (b) Cierto . " ' (f) Cierto 
(c) Fal?o ' ■ (g) CifeVto 

\(d) Cierto 
3* (a) El numeral de la izquierda es 

. V ^ +^7 + (- « I +^(- >|) + 7) Propie<iad conmuta- 
% ' ' tiva.de la sum^ 

«= ("I 7 Propiejdad as'ociativa 

, 3 / ' . de la *suma 

• ' ? «» 0 + 7 * Prppiedad aditiva de 

' , los opuestos 

« ' < = 7 * Propiedad aditiva de^ 
. cero 



El numeral de la derecha es 7. 
^l^or lo tanto. el enunx^lado es cierto. 



(b) El numeral de la izquierda es • * " 

. I -5 1 ^ (-.36) .-h|-.36| - 5+y-.36y;+f.3^ Propiedad aso- . 
* « ^ ciativa' de la 

* ' ' * suma 

» 5+C(-.36) +(.36))Definici6n de 
' ^ A ' valor ab'soluto 

' • »5+0 Propiedad adi- 

• tiva de los 

• ^ opuestos . 

* ,?^- 5. Propiedad affi- 

• • . tiva del ceto 

El numeral de la derecha es IMl +(-7^ - 10t'(-5) 

* v ■ ■ ' . i • • • ^. ■ 

. ■ .• - 5-. • ■ 

•.• , ..^ • ■ •' • ■ ♦ ' ' . 

l?oX lo tanto, el enunciado es cierto. . 

■ ' ' ■ 5 1 • ■ ' "■ 

(a) Si 5- + 32 » x+ '9 ^es cierto para algdn x, 

entonces |^ + 32 + (-|) - ^ l+(-i)es cierto para el mismo x, 

* » » 

LI ^ (-^)) + 32 X + 0 efe cierto plira el mismo x, 

^ ^ X 0 + 32 X * cierto para el mismo x^ 

^ 32 = X es cierto para el mismo x. 

Si x^" 32, . . • . . . 

el miembro de ,1a izquierda es 1 + 32.»= 32l, 

» .9 9 . 

5 5 . 
y el miembro de la derecKa es 32 + q- « 32^. 

Por lo\ tanto ^ el conjunto de validez es {32) . 

(b) ^ Si X + 5 + C-x) 12 + (-x)^+ (-3) es tferto para 

* algdn X, ^ 

entonces x + 5 +<-xX + x - 9 + (-x) + x ^^s cierto para e^ 

* . ' ' mismo x, 

X + 5 9 fesi cierto P^^^ ^1 

^ . mismo x, 

X + 5 + (-5)"- 9 + (-5) es cierto para el 

.5 ^ * mismo x^ 

^' X = 4 * * » ' es cierto para el 

^ . * mismo x. . 



Si- X 4j ■ • ■ , _ . : 

el miembro de la izquierda es 4 + 5 + (-4) - 5, ' 
y el miembro de la derecha es 12 + (-4) +*X'-3) - 5. 
Pc«r lo tanto, el conjtinto de validez es (4}. 

' (c) Si 3x ^ X ». 10 + 3x + (-"S" , * es cierto para^ 

t • alg<in X, 

entonces 3x'+ + x + (-3x) « ).0+3x+ (-1) + C-3x) es cierto para 

' . • " • ®i mismo x , 

. . .. 11 + X " 10 + (-2) es cierto para 

i ^ -el mismo x, 

15 + „•+ ull. 10 . .A ii es cierto para 
* ^ X + ( 2 ^ "LU 1- ( 2) + r 2 ) el mismo 'x. 



t/ * X « 10 - 11 . ^ .es ciert§ para 

; el miemo 

^ ^ X ^ -1 ' es ciert9 para 

/ *^ el mismo x. 

Si X = -1, ' • — -/ls 

el miembro de la izquierda es 3(''iyjr'Y' +. ("l) 

(-3) +^ + (-1), 



(-4) + ^\ 



. 2 . 

y el miembro de 1& derecha es 

10 + 3(-l) + (-1) - 10 + (-3) + (-|)^ 

7 + (-1) - ^ . . 
2 

2 , 

Por lo tanta, el conjxmto de validez es { -l) 

(d) Si I X I + 3 « -5 + J X I es cierto para 

' ^ I algun X, 

entonces jx| + 3 +(-jx|) ^ 5 +|xj + <-|xj)/ es cierto para 

el mismo x, 

, * 3 ^ 5 es cierto paii^a 



el mismo x. 



) 
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5. <a) 



7- 



9. 



10 • 



Pero 3 *^ 5 es falso, lo cual c^ntradice la supo^i-^ 
ci<5n de que la ecuaclfin era cierta para alg^n 
Por lo tanto^ el conjunt'o de validez es 0. 
3| + ja| >1^3| es.cierto para el conjtinto de to^ps 

los nCmeros excepto el 0; . ^ . 



(c) 



-3l es cierto para {0}. 



<• l-.3j es cierto para' 



31 + |ai 
31 + ial 

(a) 0 ambos. son negativos, o uno "es negativo y el otro 

es positivo 6 0, y en este iSltimo caso^ el ndmero 

- . ^ ^ " ' « ■ - . ^ -ilk - - ^ 

negativo tiene-el mayor valor absoluto. ^ 

(b) Utto es el Opuesto del otty *" 

(c) 0 ambds son positivog^ o uno es positivo y el otro'' 
es hegativo 6 0, y en este Ultimo caso, el ntSmeroJ 
positivo tiene el mayor valof absoluto » 

Si X es el niSmero de d61ares de las ventas 4e*la 



semana, . * , 

80 + .03 ^x « 116 v . 
8. (a) Si X es la longitud del cuarto ladb^ 

,x> 0 y X < 23# 



v' 



10 



20 ?3 



(a) 2ab + ac (e) xy(x + l) 

(b) ^ab + 2ac * ; (f)\2al)(3a+^) 

(c) 3(a+t)) (g) a^c + 3ab2 

(d) » SxCl + Sa) \ (h) 3a^ + 6*17+ 9ac 

(a) Si, el conjunto es cerrado, Tespecto de la operaci6n 
de "tpmar elcpuesto". 

(b) S£, el conjunto es cerrado respecto de la operaciSn 
' de "tanaar el valor absoluto". x 

(c) SI, si uijL ccnajunto es cerrado respecto de la 
operaci6n de "tomar el opuesto", tambi^n es cerrado 
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respecto, de la pperaci6n de •'tomar el valor abso-/ 
I. lutq'^i puesto que el niSmero o su opuesto es el 
valor absolutp del ''nfimero • * ^ 
11 • (a) SI, el conjutvto es cerrado respecto de la operacldn 
* jie.^'tOTiar el valor absoluto", ^ \ 

(b) No, el conjunto^H^ es cerrado respecto de la 
V <^peraci<Sn de "tomar el opuesto", 

(c) No, si.un conji^Qto es cerrado respecto de la 
operacidn de "tomar el valor absoluto", no es nece- 
sariamente c^rado respecto de la operacf6n de 

"tpmar el opuesto", pues aunque el valor* absolute 

' . . ^ ^.-^ ; ' ' ^'^ ■ ^ / 4 

de un ntSmero est^ en el conjunto, el oi^uesto del 

- - ^ - *~ ' - ' - . ■ ~ . ~ " . ' " 

n&niero puede no estarlo. 

12 . Puesto que en cada hpra el automdvil m^i s r^pido recorre 

10 millas m^s que «1 otro, 'estaritn a m millas uno del 
-otro en ho„s. 

. " Capltulp 6 » . V 

Sugerenclas para ex&aCTies ^ 
Busca un nombre' corriente para cada uno de los sigulentes: 

- (a) (-7) + (-17) (a) (-3)+ + (-5)1 

(b) (-13) + 49 + (-24) * (e) (-47)+ 18(0) 

(c) (-3)+ r(-3)r+ |(-5)| tf) n '•+(-«) - 

Nombra un nixmeral corriente para cada uno de los 
slgulehte^ ni5merbs, sin^usar papel para hacer los 
c^lculos. En cada caso, rndica las propiedades que uti- 
lizaste par^a facilitar tu trabajo. 

(a) (287) +"(-287) ^ ' * 

(l)) (-17) + 30 + (-83)' ' 
,(c)' + 954 + (-19) , 



\ 

i 



ERIC 



Lds slguientas eminciados son .ciertos para ^todo' a, todof 
b, y tddo c: ^ . . ^ ^ \ \ • 

A. a + ;b » b + a , ' 

B. . ^a (-a) ==. 0 ' 

C. (a + b) + c « a + (b + c) 

D. Si a a b^ entonces a + c ■ b + c. . . 

K, -(a+bj ='(-a) i.t-^) V ' r 

a .+ 0 A a / . 
I^etemina cu^l de los enunciadbs expresa; 

(a) * la propi^edad conmutatlva de la itiultiplicacidn 

(b) la propiedad aditiva del cero 

(c) la propiedad adiniva tie la igualdad 

(d) el hechD* de que el opuesto de la suqia. de dos 
niSmeros eS la sxiaa ;de, los opuestos. 

Si ia '^x ^ ntSmerols negativds, ^cullies de los 

siguientes son enunciados ciertos? . • 
^a) . m + n * r( jmj # In|) ' - 

(c) m+ n < 0 

(d) |m| + |n|.> 0, , 

(e) (-m)+ ^n)/t 0 > • 

Detenaina el conjunto^ de validez de cada uno de los 
siguientes envinciados abler tos : 

(a) X + 2^'= 7 

(b) 0 -= 7 + n ^ - ' 

(c) Jii + (-6) » 0 ■ 

(d) (-6) + 7 » (-8)^+ a 

(e) |x| +i-2) « 1 * 

(f) <-3) + w = + (-3) ^ 

(g) |x + 3U- 7 ^ 



Se da el conjunto K • { 0, 3 }. 

(a) ^Es el conjunto K cferrado^respiecto de la opera- 
* ei6n de tomar ei opuesto de <iada elemento? 

(b) Escribe el conjunto S de.todas Ijis sumas de pares 
.de elementos del conjunto -/ 

(c) jtEs el conjimto S un subconjunto del conjunto K? 
.^^s K cerr ado r especto. de la sxama de' pares de 

^ elepentos? * , . 

Guando un niSmero determnado se si^paa' a 99 el resultado 
es t287^ ' . , 

'(a) iscribq Un enunciado* abierto^parA determinar el 

, ndmero . . . * * 

(b) itetermina el niiaero* buscando el conjunto de validez 

del eniinciadp. - 
Una madre es 28 aiios mayor ^que su hijo* La edad de la 
ntedre es igual a la^dad del hi jo sumada a 10 aiios m^s' 
^ue la edad del bijo. ^ 
^ (a) Escribe un enunciado abierto para hallar la edad 

del hijo. (Sugerencia: Busca dos f rases para la 

edad de la madre.. ^Son dichas f rases nombres^del 

tnismo ndmerd?) 

(b) Determina el conjunto de validez.de este* enuneiado, 
Jaime, dijo: "Guando <?ompre tres docenas m^s de bolitas^ 
tendr^ tres m^s que trece docenas"* 

(a) Escribe un enunciado abierto mediante el cual 
puedaS hallar cudntas bolitas tenia Jaime. / 

(b) * Determina el conjunto de valld^z de este enunciado , 
*^c) Demuestra la roanera en que el uso- de la propiedad 

distributiva ayuda a hacer m^s f^cil la determinacidn 
de este ^jonjunto de validez. (Sugerencia: Escribe 
el enunciado abierto dejando los numeros de docenas 
como productos indicados.) 



\ Gapltulo 7 , * • 

PROPIEDADES DE LA MULTIPLI(;|ACION / " " 

, . Este es el segundo de tres capftulos en los cualeS las 
. operaciones con los. niSmeros^de la aritmdtlca se extienden a 
los ntJmeros «*ales y en los que se hace hincapifi en las' pro- 
pifedades de estas operaciones • Tal vez, se desee repasar 
otra- ve^ #1 principio del comentario del Cap! tulo 6 donde se 
hace una exposicidn m^s detallada estos tres capftulos, 
Lecturas m^s a fondo sobreJla matem^tiaa de este capf- 
tulo se logran exi Studies in Mathematics ^ Volume I II ^ €apf - ^ ^ 
tulo 2, seccidn* 3 y Capltulo j?, seccidn 4, 

^7*-l* Multiplicaci6n de ndmeros reales ^ 

~« ' ^ ■ ' .- - , ^ 

-~ ' ' - . *^ ' • " , " ^ 

Hay varias raaneras de lograr que la multipllcacidn de ^ 

» 

ntimeros reales parezca plausible* Al papecer, lo mejor es \ , 

•^dejar que la definici6n de la multiplicacidn /a elegir sea 
consecuencia de un deseo de conservar la propiedad distribu-. 
tiva para los iwSmeros reales* 

Pjigina 145 . "Las propiedades presentadas son las propiedades 
conmutativa y asociativa cie la multiplicacidn, las propiedades * 
multiplicativas del l y del 0, y la propiedad distributiva. 

Se dan ejemplos de todos los casos posibles de multipli- 
*caci6n de pares de n\$meros positivos'y negativos y cero, 

Pd j^ina 146 > Se debe aclarar bien a Ips ^studiantes que aquf 
no se hace una danostraci6n. Nada podr£amos demos trar acerca 
de algo que no ha sido^definido. Sin ^ embargo^ para guiarnos 
en la eleccidn de la definicidn, preguntamos: ''Si tuvi^ramos 
una def^nicidn del producto ab para n^imeros negativos,. 
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ic6mo se compor tar fan. Itfs tiiSmeros ^respect o. d/^^^ 
distributiva? Encbntramos que §e comportarfan de un modo . 
tAl qufe , ^ 

- - 0 - 6 + (2)(-3) . . 

tendrla que ser cierto, P'ero si se ha de mantener la uni- 
-cidad del inverse aditivo, (2) (-3) tendrfa entonces que ser 
el opuesto de 6. , • 

Pggina 146 . ]3ll2| = 6 y |-2| |-3|' = ^. Estos representan r 
el mismo ni&iero que '(3)(2) y (-2)(r,3). (-3)(4) es el mismo 
ndmero que -( |-3| 1 4 1) j (-5)(-35 = | -5| |-3| ; y (0)(-^2) es 

Pjtgina 147 . Al igual que en el caso de la suma, se asiame el 
.,punto de vista de ^ extender la operaoidn de multiplicaci6n de 
los ndmeros de la aritm^tica a todos los niineros > reales' para 
conservar asf las propiedades f undamentales • Esto nos obliga 
a definir la multiplicacidn en la forma ya>'acha* Con otras 
palabras, e*so no se* hubier^ podido hacer en ninguna otra 
forma sin que algunas de las propiedades dejaran de ser 

vi[!|.idas . • . . - • 

La dpf inici6n general de la multiplicactdn de ntSmeros 
reales se expresa en t^rminos de valores absolntosj, porque 
I a| y I b| soi^ntSmeros de la aritm^tica, y ya sabemos la - 
manera 4e multiplicar ndmeros de la aritm^tica* La iSnica 
' dif icultad en el caso de ^os niSmeros reales es determinar si 
el prodi^cto es positiyo o negativo, , * . 

Hay diversos artificios disponibles para ayudar al 
maestro q^ie siente la necesldad de hacer la definici6n de 
la multiplicacidn plausible a sus estudiantes ♦ A continuacidn 
se exponen dos formas de un plan de este tipo> plan que lleva 
al estudiante a los mismos, resultados que la definici6n de la 
multiplicacitfn, y le pide darse cuenta de un cierto modelo en 



^ ..." ■ • . \ 

la sdcesi6n de los productos* Sin" embargo, al usar cualquier* 
forma <ie este plan, el maestro debe tene^ present© que'^ste 
' es un enfoque m^s d^bil que el del\texto, porque mientras la\ 

definici6h del/t'exto se basa en constderaciones referentes a 

■ ' \ ' \ ' • ' • . 

la estructura matemitica, los . artifi<?ios aludidos requicren 

~ • * • • ■ ^ • ■■ ^ , • ^ ^ ■ ■ 

solamente una extensi<5n implCcita de la simetrfa de una tabla 

de.multiplic^r • . ^ ^ * \ 

* - (En cualquiera de las f ormas siguientes el estudiante 
suplirl los produc1:os que faltan,) \ . - 
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(3)(2) 
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' (3) (-2) = 


-6 


✓ 


(2)(2) 


- 4 






(2) (-2) « 


-4 




(1)(2) 


-2 






.(l)(-2) - 


-2 




(0)(2) 


« 0 






(0)(_2) = 


0' 




(-1)C2) 








,.(-l)(-2) = 






(-2) (2) 
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9 
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1 


0 -1 
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' 2 - 


6 
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0. 
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Respuestas *al Conjunto de problemas 7-1 ; p^ginas 147-150: 



1. (a) (-7)(-8) - 1-71 |-8| - 56 

(b) (|)(-12) . -(||| 1-12D- - ((|)|12)) « -8 
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(c) |(-3)(2)1 (-2) - |-(r-^r 12|)| (-2) . ' 

- (6>(-2) 

«. -(16i |-2|) 

.■V. -12 , " ; 

■ . - -((I8)(f)) 

■ " : 

(e) (-|)<4)^=. --^^^ ' 

..V 

(f) 1-21 ((-3) + |-3|) -^2((.3) + 3) ^ 

» 2(0) =0 



2, <a), (-|)(-4) - 2 

■, ■ . ■ ■ • 

(b) ((--|){2)) (~5) = (~l)(-5) - 5 

(c) {4)((2)(.5)) « (-|){-X0) 

(d) (-3)(-4) + ('-3)rr> - 12'+ (-2^) = -9 

(e) (-3) + 7) » (-3)(3) * -9 

it) (-3)(-4) +:? = 12 + 7 = 19 ^ ^ 

(g) l-3|(-i^) + 7 = 3(-4) + 7 - (-12) + 7 « -5 

.'(h) !-3i 1-2| + (-6) = (3)(2) + (-6);- 6 + (-6)^^, 

. (i) (-3) \-2\+ (-6) = (-3)(2) + (-6) = (-6) + (-6) . -12 

U) (-3) (I-2I + (-6)^« t-3)^2 + (-6)) = <-3)(«4} -^+12 

(k) (-0.5)(l-1.5l + (-^1.2)) « (-0,5)(-2.7) - 1.35 

3. (a) 2(-2)»+ 7(3) « + 21 = 17 • - 
. ' (b) 3(-(-2)) + ((-i^)(3)-+ 7(-.(-4)) - 6 + ((-12) +28) 

e 6 + 16 « 22 



1 
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<c) + 2 j^(-2)(-4)) Vi^k)^ - JH- 2(8) + iS'. 

« 4 16 + 16 - 36; 

; (d) ,((-2) + (-1^)) ^ « (-6)2 - 36 

i (e) (-2)2 + (^l-H +(-^)(3)) - 4 + (12 + (-12))-,lv f Q 

,(f) I (-2) + 8| + (-5) I (-3) + (-4)1 « 0 + (.5)(7)> -35 

; (a). 2(-10) +8-12 Falso 

(b) 2 (-(-10)") + 8 - 28 Gierto ' > 

(c) (-3) ((2) (-2))+ 8,^80' 

. (-3) (-4) + 8 1^/20 Falso . . 

(d) .. (-5) ((-2) (-4) + 30) < 0 

^ <-5) (8 + 30) < *0 Cierto , 



5i (a) Si + J-3)(-4) =8 es cierto para 

. . algiSn X, 

entonces x + 12 - 8 ^ es" cierto para el 

mismo Xj 

- X + 12 + fl2) « 8 + (-12) cierto para el 

talsmo X, 
X » tA es cierto para el 

^ ^ ^ mismo x» 

> ' ^ * • - * \ 

Si X « -4, 

el miembro de la izquierda es 

(-4) + (-3)(-.4) « (-4) + <12) 

El miembro de la derecha es 8» 

For consiguiente, el cj/njunto de validez es {8). 



■ * I — t — — • — I — I — I — I — I — I » — I — I — j — I — 4— 

_r4-3-2 ^ 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 U 12 13 
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• . La forma sugerida aquf deber5 usaBse mientras sea iltiX a 
los estudiantes., pero nd por mSs tlempo. Cuando, a juicib del 
maestro, escribir "es c^.erta para algCin x" y "es cierto para 
el mismo x" ha cumplido su prop6sito, no debe utilizarse m5s. 

. Lo importante e§ est^r segurc de que los estudiantes no 
^pierdan de vista las ideas^ empleadas aquf* . De vez eri cuando 
deben buscars^ nuevas oportunidades para ayu^ar a los"" estu- 
diantes a r,fecordar por qug un niSmero que* hace cierto el 
priqaer enunciate' hari necesariamehte cierto^^el Ultimo enun- 
ciado. . / 

Alg^nps maestro^s se extraiiariin de que /no verifiquemos la 
'^solucidn "sustituyendp^^ x por -4 en el er^nciado^ En ' 
realldad, *no hemos usado la palabra "sustituir" en este 
contex:to pbr la Taz6n siguiente : La vaJi^iable^ x es un 
sfmbolo que r.epresenta un niSmero no especificado de un con- 
junto dado^ Decimos que el 'Valor de / x es 3^% cuando 
sespecificamos que x representa^ a Si dij€ramos: "sus- 
tituye X por 3", el e6tudiante podr:^- tener la impresi6n de 
que^ el simbolo x se ha borrado en ^Iguna forma y ha side 
reemplazado por el ^sitnbolo 3. Des^amos que el estudiante 
comprenda qtie en tal caso^ x jes 3^ np que es reecaplazado 
por 3* 

Los conjuntos de validez y las gr^ficas para las dem^s 
partes del problema son: 



(b) {-£) 



0 2 

(tt) Ci25 — ' — < — ' ' 1 1 1 "i — M — t / I I * i .» 

-3-E -I 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 

* 

(d) (-36} -» — ' » ' I < ■ ti l l ! — I — 
-40 \-30 / -20 HO O 
-36 ■ 



(e) (36) . . . . I I — I ^1 11 . I — )^ ) I — ^^ 
0 Ip 20 30 ^40 50 60 
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(f) Todos los riiSmeros may ores que -2. < 

* • •• " , • * 

' -3 -E -1 0 . I 2 3 4 5 6 7 ' 

-I ^1 O 1 I 

P » {-12, -8, .-3, -2, 1, 4, 6, 9, 16 U Cons truir una 
tabla de productps puede facilitar el ^rabajo del estu- 
dlante en este probfemA. 

7. 9 el^ conjuntQ de todos los n\ineros *reales» El con- 
junto de los ntfraiero^'reales eg. cerrad9 res{)ecto de la 
multiplicaci6n. ' ' * * . 

8, T es e]^ con junto de todos los ndmerosreales positives • 
El conjunto de los u^erKDs reales negatives no es ^ 
cerrado respecto de la ^ultiplicaci6n, 

9* 'Ref iri^r^donos al problema 6, vemos que €^1 subcon junto de 

P consistente en los ndmeros positives de P^^jes 

- ' [1, 4^ 6, 9,^16). " * ; . 

*10* Si a « 0 6 b « G, entonces ab « 0^ j ab ] « 0, y jaf^ 0 6 

b|- 0, ^ 

por tanto, |ab|.« |a|*|b|. ? * * . 

Si a ^ 0 y b 0> ^exactamente uno de los siguientes es 

cierto: > v ) 

ab » j a| * jb| Deffnicidn del producto de dos nu- 
meros reales 

6 ^ab . - dal- ]t|) , \ ' 

(N6tese que los dos valores posibles de ab son opuestos.) 



Entonces | ab| es | a| •! b| 6 -(| a | • |b |)^ el que sea mayor* 



Definicidn de valor absoluto 



I I I I 

Pero ja^*|b| es positive^ Def^^filbidri del product;^© de dos 

mffaer o s / r ea 1 e s 

y *-(|a|«| b|) es negative* DefinicWh de opues^os 

Por lo tantOj ^ij |a| • j b | • Un niSmerf/pqsitivo es^ayor 



que un{n\lmero negativo.. * 
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11, (*) Aabos. son positivos ..o ambos son negatives . 
^. . (b)^ !Mq ets po.sitivo y uno negativp.. 

; , Cc) b. es posttivo. ' 

« (d)* b es negativo. * . * 

i iei'h es negatlyo. . ' 

(f) b fes positivo,. 
*12. 1. Projpiedad de comparacidn 

" 2. Propiedad ifluliipllcativa del 0 . • 
, . Defintci<feL de JLa multiplicacifin ' 

" . * su opuesto es negativo.^ - - . 

.. Este es un ejeniplo de una dottostracidn por contradicci^, 
A pesar de esto, la demostraci6n es inmediata, y puede - 
segutrse sin una discusifi^ de la demostracidn fomal por 
contradlcpi6n, lo cual se^trata\n la seccidn 7-8 de. "este 
capftaio.- /♦ ^ . 



7-2*" Proptedades ' de la multiplicacldri ■ 
jjna viBZ TaSs^ debemos insi'stlr en cpae la exigfsncia de que 
las 'propiedades ccSnocidas deber^n cumplirse, nos sugiri6 lo 
que debe ser la deflnlcl6n de la murtiplloacign , Per otra 
parte, pudimos haber dado la deflnicftfn de lit multipllcacidn * 
al prlnclpio sin justtfi6aci6n alguna. As^, la deflnicldn en 
sf talsma no contiene en realidad^ 8uposici6n alguna sobfS las 

' propledad'es. Es hasta concebible que, a pesar de estar^mfis o 
menos forzados a definlr la multiplicacidn de este ^modo,. 

— -podrfamos encontrar .<iue 1-as propi^dade^ no^ cox^4:ii»S^ ya siendo 
vilidas*. De aqui que todavfa sea necesario demostrar que M 
multlpllcacldn asl definida tiene ef ectlvamenta las propie- 
dades* Al*hacer est6?ho hemos ca£do en la trampa 16gica de^ 
argumentar eo^jjaj^cfrculo vicioso. * 
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Pfeinas , 150-152 ^ En este ptinto , quizes el maestro desee , 
^ menclonar la propledad de clausura de la multiplicacifin. 

La propiedad del 1, e:|cpresad& en la forma a * 1 = a, - ^ 
de igual manera podfa haber sido enunciada en la f oma 
1 • a « a. A algunas personas les gusta combinar estas dos 
"lEormas en el ©aunciado.a • 1 = 1 t a = a. No hay objecidn a 
*jgue el maestro haga esto . ^ . 

Las razones para la propiedad multiplicativa del l#son 
^ las siguientes: . # 

Si a^O, a • 1 « ^( |a|- 1) Definicidn de multiplicacidn 

* de niSmeros rea^^s 

* ; « '-fal Propiedad multiplicativa del 1 

para "a> 0 . " 

= a* • * Definicitjn de yalor absoluto, 

^ - ' - ^ - ; » ^ * ~ ^ ' 

y el opuesto del ,opuesto de un 

ntSmero es el ndmero mismo 

Una^demostraci<5n d^ la propiedad multiT)licatiya del 0 es 

la siguiente:* ^ * 

Para \ctjalquier ntSmero real a, . 

s/ ai 0, a • 0 «^;|a| • 1 0 1 Definici6n cte nnj4tiplicat:i6n y 
^ * - de numeros ^reales 

Pero si a> 0,)a| « a y |o| « 0*. Definicidn de va^r 

absoluto 

De este kodo^ a * 0 es el producto de dos niimeros de la 
aritm^tica, ' 
y a • 0 0* ' 
Si a<.0, a • 0 « -<|a| v|o|) Def ijiicidn de multipli- 
. ^ c^cii^n de ii^meros rjeales 



-(0) ' Producto de dps niSmeros 

^ de la aritm^tica 

0* El opuesto de 0 es 0* 



RespuestasUl Conlunto de problemas 7"2a ; p4igina 152: 

1- (^) ((-r>^'l>)'t-^7) - (i)Ui7) « -17 *. . 

(b) (-8)(5 + - (-8)(^5+ (-»^))- (-8)(1) - -8 

(c) M) + (.|)(-5)) « (t-6) + 6) . (.4)(0) - 0 

' (d) ((^)(-6) + (-8)(-3)) (-^)- ((-24)+ (24)) (-^)-(0)(-^) - 0 
2. 



(a). 


Hecho en 


el texto. 




(b) 


^3) (-5) n 


-(1311-51) - 


-15 




(-5)(3) -• 


-(l-5i 131) - 


-15 


(c) 




-d-fl |ol) - 


0 




(0)(-|) - 


-(lol l-|l).- 


0 


(d) 


(3)(-M • 


- |-3i i-^n « 


12 




(-4) (-3) . 


. 1-41 |-3l - 


12 


(e) 


(-7)(f) » 


-(l-7l l|]) - 


-5 




(^)(-7) - 


-(1^1 1-71) - 


" -5 



Pakinas 153-54 , | (ab)c | |ab| Ic l. Se ha dicho en el 
texto y demostrado en el problemja *10 del Conjunto de pro- 
blemas 7-1 que jab I «= | a| [bj, N6te^e que esta propiedad 
justif iqa tambi^n el pr6ximo 'paso . 
* Sjt' uno de los €, b, c es 0, entonces (ab)c = 0 y 
'*a(bc) *« 0, por la propiedad multiplicativa jiel 0, 

« '\sk prueba de la' asociatividad es probabl^emente vmy 
diffcii para que pueda exigirse a todos los esttidiantes . S 
embargo, la relativji dificultad-de la idea podria gustarle 
los mejores estudiantes. 
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Respues'tas' al Cobjunto de problanas 7=^2b ; pjSgina 154: 
1. 



1 a es 
y b es 

y c *2s •* 



ah es 

be es 

(ab)c es 

a(b<i) es 



+ 

+ 
+ 



+ 
+ 



+ 
+ 



4- 



+ 
+ 



,+ 



+ 



+ 
+ 



+, 
+ 



Hemo$ visto en el texto que para todos los niSneros 
reales a, b c, - . 

. - ; |(ab)c| » -.|a(bc)|i 
y que si uno de lbs a, b, c es 0, la propiedad asociativa 
de la tmiltiplicacidn es vfilida. . » 

- Si " 
o bien 



1 (ab.)c 
(ab)c 



ia(bc)| , 
a(bc) 



. * , (ab)c « -a(bc) • /; . * 

es ci^rto, esto es, Oslo's numer^les deben representar el 
mismo\ni5mero^ o^os nt&neros son opuestos. Puesto que ia 
tabla revela que para todas las combinaciones posibles de 
valores positives y "negatives de a, b ^ c, (ab)c a(bc) son 
ambos positivo's o ambos negatives, es claro que (ab)c ^ a(bc) 
tvo son opuestos, y que (abyc » a<bc) ^ 
2. 



(a) ((3)(2)) (-4) -,(6)M) - -.24 

(3) ((2)(-4)]r , (3)(.:8) - -24 

(b) ((3)(-2)) (-4) - (-6)(-4)> 24 

l3) (^(-2) (-4)) - (3)(8) = 24 

(c) ((3)(-2)),(4) =. (.6)(4) = -24^ 

(3)*((-2)(4))« (3)(-8) = -24 



118 



3, 



(d) ((-3) (2)) (-i^) - (-6)*(-J^) = 24 

(-3) ((2) (-4)) o (-3) (-8) ='^4 

(e) ((-3) (-4) « (6) (-4) .» -24 V 
• , (-3) ((^2) (-4)) = (-3)(8) = -24 

(f) ((-3)(-2)) (0) «L(-6)(0) = 0 
; .(3) ((-2)(0)) » (3)(0) - 0 

(a) (-5){17)(n20)(3).=^((.5)(-20)) ((17)(3)) 

, {100)(51) • 

» 5100 * 

(b) Cf)(|) (-|) . ((|)(-|)) (|) 

(c) .((|)(.21)) (|) 
- (-7H|) 

* 5 . . . 
(<i) - ({-|)(|)) ((|)(-|)) 

• . - (-i)M) 

e^) (•5)(-i90(-3)(5oj - ((-IXSo)) ({-l9)(-3)) 
• . - (10) (57) 

- 570 ^ ^ 

it) (-7)(-25).(3)(-4) = ((.-7) (3)) ((-25) (-4)) 

«.(-21)(100) • 

- --.2100 



erJc 
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Pigina' 155 . 

(5) (2 + .(-3)) y (5)(2) + 5(t3) ^on numerales para -5. 
C5) V(r2)^4- (-3)J y (5) (-2) + (5) (-3) son numerales para -25. 

y (-5) ((-2) + )n3;^ y; C-5) (-2) + .(.-5l('3) son numerales para 25, 

— >^ La di scusi^n siguienete just££ica la raz<5n de no sugarlr-.— ^ 

•J - » , . ' , - ~ » 

'que se estimule al e^tudiante^ w&n al m^s interesado, a tru^ar 
de demo^trar la i>ropiedad distrlbutiva^ 

Una verificaci6n completa de la ley^distiributiva requiere 





exabnen 


de doce 


caso.s para 


a^D + 


c) : 








c:>Oi 






(2) 


a < 0, 


b < 0, 


c < Oi ^ 






(3) 




b ^ 0, ^^c < 0; 






W 


a > 0, 


b > 0, 


c < 0, 


b. < 




(5) 


aji 0, 


b < 0, 


c > 0, 


lb|:i 




(6) 




b < 0, 


c^O, 


|b| < 

♦ 




(T) 


a < 0, 


b > 0, 


c;^0; 






(8) 




b < P, 


c < 0; 






(9) 


a < 0, 


b>0. 


c < 0^. 




loll 


(10) 


\ < o» 


b ^ 0, 


c < 0, 


■ ^ < 




(11) 


a < 0, 


b < 0, 


c > 0, 


IbU 


c; 


m 


a' < 0, 


, b < 0, 


0 ^ 0,' 


|b| < 





Hay echo casos 'mfis a considerar para ab* + ac . 

Debe dlsuadlrse al estudiante de tratar de probar^ esta 
propiedad distributivaT" Como en la' verif icacl6n de la ley 
asoclatlva para la^ suma, el n>3mero de casos posibles es un 
obst^tulo* AquI^ sin embargo , hay una dificultad adlcional: 

La ,demostracl6n requiere que el estudiante;^ distribuya la 
iDUltiplicaci6n con respecto la refeta, para ntSmeros" de la 
aritm^tica^ En el caso (3), por ejemplo, a<b + c) es, p^r 
definici6n^'a(b - j c|)7 y Nnecesitamos saber que % * 



antes de seguir, ^Is'Ca igualdad es vSlida a causd de la 
propledad distributiva mencionada. En esta propiedad esti. 
impllcito que ab > a | c|. Las definiciones de suma y' mvilti- . 
pllcacl6n nos permiten entonces escribir , 

. a(b lc|) =* ab - ale] 

■ . " ' «. ■ ' ■ * • « , , . 

ab + (-al.cj) 
» - . ■ ' ■ ' ■". 

a ab +'ac. . * 

K^mos apenas mancionado la resta para los ndmeros de la 

aritmfitica^ de modo que diffcllmente podemoa esperar que el 

estudiante percate proplamente >ie la propiedad distribu-* 

* ■ » 

tiva de la multiplicaci6n respecto de la res'ta para tales 

■ ■ , ' * , . • ■ - , 

ndqieros. . ^ . 

Re spues tas al Con^junto de problemas 7'-2 c; pSglna 155: 

1. ■ (--^^ (-9)(-8> - -9 ((-92) + (-8)) » -9 (-100) = 900 

2^^;;(,.63^(6) + (:,1.63)(6) «( .63 + (-1.63)) 6 » (-1)(6) » ~6 

.,3. - I (t-^y 4- 6) = - I J(2) = -3 ^ 
:^v 'i-^)(r^ ^ {i7)i^ = -7 ((-4") + (^)) - ^7 '(r-^) f| 

5. (•^|y-((-93y + (-7)) « -I (-100) . 75 

6. • (r7)(|) + •(-5)(|) = ((-7) + (-5)) I « •(-12)(|) = -8 

Pggina 155 ^ Las razones para los pasos indicados en la 
demostracidn de que (*l)a - -a soni ^ 



a + (-l)a « 1(a) + (-l)a Propledad multipllcativa del 1 
« ^1 + («l))a Propiedad distributiva 

» (0)a Propiedad aditlva <^ los 

, ^puestos 

^ ^ Propiedad imjTtiplieatlva del 0 

Respuestas al Con^lunto d^ . pr oblemas 7-" 2d ; p^gina 156: 

Teoreaaa : Para dos*^nt5ineros reales cualesquiera ^ X ^> 
_ <-a)(b) « -(ab). ^ • K 

(-a)<b) « (<-l)(a))(b) M)x--x 

\ » (*-l)(ab) Propiedad asociativfi de la 

multipl£caci6n 

^ ' , * -<ab) (-ijx « -X ' '\ 

2. Teorema ; Para cualquier par de ndmeros realms a x * 

(-a) (-6) = abV 

<-ay(«-b) -((.l).a) ((-l)..b) (-l)x » -X 

a (i(-l)(-lj) <ab) Propieda^es asDciati- 

va y conrmitativa 
'la multipllqaci6n ; . 
• . = (l)ab ETeflniicidn de la multipli- 

. ' cacl6h / ■ • 

= ab Propiedad multiplicativa 

• del 1 \' • 

3. (a) (-5)(ab) - -5ab , (A) (-.5c)(|d) - -3cd 

(b) (~2a)(^5c) « lOac ^ (e) .||bG)(-6a) «-^bc 

(c) (3x)(-7y) = -21xy if) (-0.5d)(l%2c) - -0.6cd 



7-3 y 7-4. Uso de las propiedades - de la, multlp licacidn 

Estas s6cciones introducen algunas de las t^cnicas nece- 
sarias del lilgebra, Deseamos proporcionar priLctica suficiente 

con €i$tas t^cnicas^ pero quereoaos tambi^Sn mantenerlas eatrecha- 
mente asociadas con las ideas de las cuales dependen* Tenemos 



que segulr un angosto sendero manteniendo . el e^illbrio entre 
dps pellgros: por \jna parte, resultar enteramente mec^nico, 
perdiendo de vista las ideas, o por otra, miantenernos en . 
€stas Itiasta tal punto que el estudiante se vuelva lento y 
torpe en los cjSIcuIos algebraicos. Un buen lema de trabajo 
a seguir aqu£ es que la manipulaci^n debe^basarse eri"Tra~~ 
comprensldn. El estudiante debe ganarse el derecho de 
"empujar simbolos" (canitiendo pesos, calculando sin dar 
razones, etc.) consiguiendo primero dominar las ideas que hay 
de^t&s de la manipulaci6n de los sfmbolos y dando signif icado 
a dlcha manipulaci6n ; 

Respuestas al Con junto de probletois 7"3a ; p5ginas 156-157 : 



li' 


(a) 


3x + 15 


(f) 


(-y), + z*+- (-5) 

♦ ^ 




(b) 


,7a + (-ak) 


(g) 


!l3y + *y 






-> 

^cl T ^ O -r c. w 4 ..^ 


Ik 


32"*+ 8m ' 

\ / T \ O** O** 






» 






(e)' 


3p + (-3q) 






i 

2. 




it), (h), (1*) 






3. 


(a) 


5(a + b) 


(f) 


(a + b)(x + y) 




. (b) 


(-9)(b + c) 


(g)' 


(7 + 3)(^) o 10 {^) 




(c) 


6 (2 + 3) or 6 (5) 


(f) 


(-6) (a^ + b^) 




(d) 


3(x + y + z) 


(1) 


c(a + b -li 1) • • ' 




;(e) 


k(in:+.p) 


(J) 


£(a + (-b)) ^ 




(a) 


19t 


(g) 


4.0b 




(b) 


«6a 


(b) 


8x 




(c) 


9y. - 


ti) 


3a + 7y 




<^d) 


13z ' . 




l6p 




te) 


(-llm) ^ 




0 






2a 




2a + 19b 



Pa tina 158 . Al reducir t^rminos, deseiamos que la aplicacidn 
direct^ de la prop^dad distributiva sea la |.dea principal* 
No se debe dar la impresidn de que'reducir t^rminos es^un 
proceso nuevo, Tratamos de evitar las frases "t^rminos 
igualeV y ''t^rminojs semejantes'^^porquej^s^n innecesarias y 
tlenden a estimular la manipulacidn sin comprensidn . 
Respuestas al Con] unto de problemas 7*- 3b ; pdgina 158: 



. ta) 


l3x 


. (h) 


2a 


(b) 


-13a 


(1) 


ITP , • 


(c) 


9k 


U) 


0- 


. (d) 


3b 


(k) 


12a + 3c + 


(e) 


n 




6a + + c 


if) 


9x 




6p + llq 


* (e) 


-l4a 


(n) 


3x^ + (-x) + 1 



2. ^ En las partes (f) y (g), la propiedad multiplicativa del 

uno. . ^ ^ 

En la parte la propiedad asociativa de la sunfe; • . 

En la*^ parte (m), las propiedades'*cohm^tativa y asoaia- 
tiva de la 3uma, ^ 

3. Puesto que no hemos introducido todavfa la propiedad 
multiplicativa de la igualdad, el alumnb-tenxlr^ que 
volver atrSs "corijeturando'* el conjunto de validez, 
despu^s de reduqir t^rminos y usar la propiedad aditiva 
de la igualdad, cuando sea posible* 

(a) (2) * * ffV conjunto de todos los 

^ ^ nunieros reales* 

(b) . (g) (7^ 
'(c) (h) (11), 

(d) (-9) ' : ^ (1) (1) ■ ' 
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P^gina 15» > Las razones para los pasos del ejemplo son;. 

(3xV)0^) " 3*x*x*y»7*a»k Bropledad asociatiya de ; 

la multiplicacitfn 

^ » 3*>*a*x*x*x»y Propiedad *conmutativa 4e 

^ * . la inultiplicacidn 

» (3'7) •a'(x*x*x) *y Propiedad asociativa de 
- . la multiplicacidn ^ 

« 21ax^y Mult:iplicaci6n 

Kespuestas al Coaiunto de pifoblemas 7^4a ^ pdgina 159 : 





-241) 


2. ' 


-12c? 


3» 


-»72b 


^. ' 


42yz 


5. 




6. 




7. 


-laay^ 



8, 




9. 




10. 


200b'^c'^d 


11. 





» (•|'»9)(a»a»a)»b 

• 12, 28abc . 
Respuestas al Coniunto de problemas 7-4b ; pdglna 160: 



1. 


(-3ci) + (-3d) ^ 


7. 


(-p) + (-<l) + (-r) 


2. 


16 + (-6b) + l4b^ 


8. 


(-21a) + 35b 


3. 


I8xy + 6?cz 




12x^y> +*l8x^y^ + 24xy^ 


4. 


(r.l2b^c2) +' (-21b^c^) 


*10. 


(-a^) + (-2ab) + (-b^) 


5." 


5x^ + 30x 


. 11. 


(-8ac) + 20bc + 4c 


6. 


20b^ + 70b^ + i-kOb) 


12. 


(-X^) + X 



Respuestas' al Cantiunto de problemas 7~Ac ; p^gina 161} 
1» Estimule al estnidianne a hae^ cada lono de estos proble- 
mas de la maner^ indlcada en <%) « 



(a) (x + 8)(x +- 2) » <x + :8)x + (x + 8)2 



x^ + fix + 2x + 16 
x^ +. lox + 16 



(b) / + (-8y) + 15 . (e) x^ + (lae^,) 

(c) 6a2 + («i7a) + 10 (f) y2 + (-9J' 

(d) + 4a + h 



r 



2» Para utSmeros rea!ies a, b, c, d, 

' (a + b) (0 + d) - (a + ^b)c + (a -i- b)d 
• « ac + be a^ + t)d 

« ac + (be + md) + bd 

Cuando el alumrio descubra que^ esto le da una formula 
para multiplicar expresiones de la forma (a + b)(c -t; d) , tal 
vez quiera usarla ^ vez de la f oma xcuSs larga indlcada en el 
problaoaa !• "^Debe estlmularse a »que lo haga asi tan pronto 
cmo estS 'preparado para usarla con compr^nsi6n y con 
exactitu4« 









^1 


3. (a) 


+ 4a + 3 ^ 


(d) 


y^.+ + 9y + (-4) 






(e) 


2 ' 
m + on + 9 


(c) 


ab + cb + ad + cd 


"(X) 


14 + 92 + 2^ « 


(a) 


3a^ 5a + 2 


(d) 


6p^q^ + (-IC^q) + (-56) 




4 23x + 15 ' 




16 + (-l4y) + y^ + y^ 




2 

B ^ 13n + 5n • 




15y^ + (-llxy) + (2x2) 



7-5*^ El inversQ multlplicativo (p^gltia I6l) 

Un ndmero xaal dado permanece inalterado cuando se le 
suma 0, en virtud de« la propiedad aditiva del cero. Un 
niSiaaro real dado permanece inalterado cuando se multiplica 
por 1^ en virtud de la pr^^piedad nwltiplicativa del unq* ' 

Si d ,es un inverso multiplicativo de entonces 
cd « 1* Por la propiedad conmutativa de la multiplicaci6n^ 
dc ^ l,y, por tanto^ es un inverso multiplicativo de d* 
P^ginas 162-163 > Para comprobar si dos ntSmeros son realmente 
inversos multiplicativos^ se pueden tnultiplicar ^ y si el 
producto es uno, son inversos multiplicativos, 

Cuando se aparean niSmeros sobre la recta ntam^rica pera formar . 
pares de inversosV se ve que 0 nb. puede 3.er ^apareado qon 
ningdn niSmero, ,A medida que el estudiante vaya escogipndo 
niSmeros positives cada vez mis pr6xiiaos al 0, encuentra que 
los inversos multiplicativos son cada vez. mfis grandes; en 
cambio, cuando elige ndmeros negativos mayores que -1, 
encuentra que los^ inversos multiplicativos se alejan cada * 
ve2 m4s a la izquierda sobre la recta num^yica, Por consi- 
^guiente^ no hay inditacidn alguna de un posible inverso 
multiplicativo para 0 sobre la recta num^rica* Adem5s, la 
propiedad multiplicativa del 0 Auestra que no hay ningCin 
ntimero b tal que 0 x b * 1» El estudi^te puede llegar 
asf a la conclusi6n de que no hay inverso multiplicativo del 
0. \3n» demos tracidn formal de esto se ver<S en la pr6xima 
seccidn* 
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ttespuastas gl Coniunto -de 



1^ Nilmero 



Inverse 
Multiplicativo 




' Inyerso 
jMultiplijjativo 



3 




3 






<• 

2 


-7 




• 

-3 


1 


3 

10 : 


' io 


~ 1 


-2 


1 


100 


f 






-100 


7 


1 - 




■ ^ 0 


1 




-6.8 






^ erl^roblema 3, ca<ia doble f lecha une puntos a lados 
, opuestos del 0, ndentras que en el problema 2, los puntos 
unidos poz^una doble flecha est^ JLmbos al. mlsmo ladp del 0« 
4. Si a>l^ entdnces b estS entre 0 y 1« 



Si a esti, entre 0 y l.^aitonces b>li* 
- ' ' \ ^ 1 

1 as un inverse multiplicativo de %.\ 
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5:- St a'-?-!; entonce.s . b * estii ent;r.e -1 y 0. . , * 

V Si" a'< P ;g^: a'> -l, entonces i. , 

-1 ess un inverst) mjj^tigjicativd ^ 

6. Si a es pQsitivo/el^niverso b" ©s/postti^^ 

.Si a ' es negative, ei'si^^eifso -b es negative. ^ 

7-6 . La propiedad multiplicatiya de . la iguala>|gt ' 

V^ase el comentario sobre la propiedad aditiva de la 
igi^aldad en el Capfl:ulo 6, pfiginas 133 y 134. 

Respuestas^ al Conlunto de problemas 7-6 ; p^ginas 165-166 ; 
1. (-5) (-3) y 15 json nombres distintps para el misme niSmero. 
Cuando multiplicamos ("I) por este ntSmero, ob^en^mos 

"'^">"«<<^^-5)(-,3)j *y •'(15)(-|)'' como nombres dl8t;intos 

^ un nueVb ndmerot ^ * ^ • ^ . 

.2. (aO Cierto ' (x) , Falso (e) ^Ciert;o , 

(b) Cierto ^ ^ (d) . Cierto ^ v % • 
3, (a) 12* » 6 es cierto para algdn x. 




^12^ '12 



(12.i-)x = 6(y^) es cierto para ermismo x, 

X =5 -i es cierto parjt el mismo 

/ . ^ 2 

, ' 1 ^> ' 

Si X « . 

el miembro de la izgwierda es 12(-|) ^ 6, / 

el miembro de la derecha es 6, 
por lo tantp^ el conjunto de validez es C "I). 

,-,.(h) {1) ■ 



(b)> 




, (e) 


(1) 


(c) 








(d), 









4. La fpma utillz^^a en el i:^r;oblema 3»puede usarse aqu£ 

(a) (5}. ^ • : . ^ ^ , (e) C153 . " 
; >) (35) . ■ (f) C-|3 ^ ^ ' 

(c) • {^} \ • (g) M> 

(d) ' {-|3 • (h) HOI ^ ■ 

... . '.' . ■ ■ . ■ ■ 

5. ia) Si V es 84 h Ves 7, entonefes V « Ifih es 

.84»|b(7>. - . • ' . 

. ||i 84 « 3B(7) es cierto para alguna B, 

. entonces 84 »t B(7)(^) es cierto para la misma By-v - 
„ • 84 .«» B «^ es ciert;^ para la misma B, 

; .84*4-B*^'~ es . cierto para, la misma B, . 

> • ■ ' - ■ » ■' 

, * - 7 3 ^ 

. > 36 » B*(^*y) es cierto para la m^sma B, 

■' . • • . ■ . . , . 

36-= B*^l " , es cierto para la misma B, 

36 ■ B 'es cierto para la misma B, < 

Si B es 36, 

el mi^bro de la inquierda es 84*, * 
\ el miembro de la derecha es. "I (36)(7) u 84. \ 
El conjuntp de validez es {36J . 
(b) La forma de la parte (a^ dtebe usarse aVjuf-. El»con 
^ • junto de validez.es [13}. 



7— 7 . Sol\icionea' de ectiaciones " ' ^ 

Paginas 166 •■169 . Esta es la primer4*vez que empleamos el • 

' . "«i y solament-e si". Lo presen tamos aquf, gorque la situa- 
cl6n se evidencia f^cilraente en t^rminos de coii juntos de 
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validez. Aunque la 14ea no es diflcil, "si y solamente si" 
a menudb da lugar a confusion. .La fopna es siempre "A si y - 
solamente si B", 4onde A y B son enunciados . Tratajaos en 
realldad • con el enunci^do compues to "A si B y A solamente 
si^B". El enunciado "A si B^' es una. forma abreviada de t ► 
escriMr "Si B, entonces A" > y "A solamente siJB" es una 
manera.de escribir "Si A, entonces B"; Estos enunciados 
condieionalps a .yeces ^e escriben "B .^japlica A" y "A * 
impiica^". La conftisidn con "si y solamente si" procede de ; 
tratar- de rec<nrdar .qu€ enunciado es . el enunciado "si" y 
cuSl es el enunciado "solamente si".' Cada cual tiene esta 
dificnltad, pero afortunadamente no es- un asxmto importante. 
Lo' que es importante es que el enunciado compuesto "A si y 
solamente Si B" significa "Si A, entonces B ^ si B, entonces 
-A". ■ ' ; 

Los enunciados . equivaie^^tes se estudiarSn con mfis detalle 
en el Capftulo .13. Puede que el maestr6 desee referirse a la 
explicaci6n ulterior, antes de introducirla en este momento. 
La idea se introduce aquf para ecuaciones lineales , porque 
el estudiante debe seguramente tener conocimiento de, ella, y 
se sentirfi impaciente por la rutina de comprobar. No es 
nuestra intenci6n eliminar del todo la compr'obaci^n enl^sl 
caso de estas ecuaciones, sino m'ds bien situarla en su propia 
perspeetiva como medio de detecci6n de errores en la aritm^- 
tica. 

Es 'importante que el maestro observe, y ayude' al alumno 
a darse cuenta de que en el proceso-de resolver ecjiaciones, tto 
todos los pasos empleados" implican directamente la equivalent 
cia de dos ecviaciones. Aquellos pasos en los cuales se usan 
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la prGpiedad aditiyvji y la propiedad multiplicativa de la 
iguald^d, 6eJ>en plantear la cuestidn 4e la equiy^lencia, pero 
por otro lado; puede .habeif pasos utilizados cotf el i&iico 
' ]^rop6sito de slmplificar un miembrQ o ambos miembros ^de una 
ecuaci5n« . • 

A^l al pasar de 1 ^ ^ ^ 

; 3x + 7 « X + 15 ' . • 

^ a Oi + 7) +((^x) + (-7)) - (x +^15) + ^^^) + (-7)), , 
la equiv^lencia es uq asunfo a considerar por que, por ejemplo 
la frase^e la izquierda expresa un ndmero dx s tint o del expre- 
sado por el miqmbro de la^^quierda de la ecuacidn original, 
debido a que se utiliz6 Xa propiedad aditiya^^de la igualdad. 
Pero al pasar de . * 

(3x + 7)'+ ((-x) + (-7^ - <x + 15) +^^x) + (-7)) 

a 2x « 8, 

r, ' ■ 

el asunto de la equivalenc^a no entra en juego, porque todo 
lo que hacemos es expre^ar cada mietnbro de la ecuacitfn en 
forma m^s sencilla. Ambos tipos de pasos son liSnportantes^ 
desde 'luego, y los estudiantes deben saber explicarlos. 

Una prolongada discusi6n en el texto, de la diferencia 
entre estos ^a|os, pod fa distraer de la idea principal., y 
asf la tafea de destacar la distinci6n es propia principal- 
mente del maestro^ Esto es ^al; yez^.adecuado, porque muchas 
oportunidadeV apropi'adas para sefta larl o se presentarin en 
Aa discust<5n dte la clase a lo largo del cur so. 

En conexi6n cfoif^ trabajo relacionado con ecuaciones 
equivalentes, . algunoB mae^^tros informan que ias clases ban 
enccaitrado buena pr^ctica y gusto eri el prpceso .de construir 
ecuaciones complicadas, tomando como base ecuaciones simples, 
mediahte el uso de ecuaciones equivalentes . for ejemplo. 



;-Xp.3>' * •2x,+ 2='8 

X + ' 2x 4- 2 + 7 « 8 + 7 

2(x + 1) - 8 \ ■ 2x + 9 « 15 



Respuestas ai <;oa1unto de problemas 7^:7; "p^ginag 169-171 : 

1» Si X es una solucidn de x + C-3) "=5., 
. entonCes x es \ina soluci<5n de ' 

• X + (-3) + 3 = 5+3 Propiedad aditiv^i de la 

- . igualdad ^ , . 

\ • 

y X = 8. .Propiedad aditiva de iQs 

- . . V. V opuestos y propiedad 

. . " . aditiva del 0 

- * 

Si X es una solucifin de x » 8 , ,^ '. 

entonces x es una .soluci6n. de 

^ , X +* (-3) » 8 +' (-3) Propiedad aditiva de la 

. igualdad 

y ' ' X + (-3) - 5. Suma 

'.1 

V Per lo tanto, las ecuaciones son equivalentes, porque los 

pasos utilizados al pa'sar de una ecuacion a otra son 

inveirtibles. ' . 

De una manera Tparecida, pueden efectuarse las partes ^ 
1(b) hasta 1(1). 1(b), (c), (d)^ (f), (g), (h) , son pares 
de ecuaciones, equivalentes. 1(c) no lo es, porque la 
multiiylioaci6n por cero no es una operacifin invertible, 
ya 'que~ci^ro no ^*ien6 Inverso ^ m^^ 

tampooo son equival-entes las ecuaciones, porque el tomar 
• el valor absoluto de cada miemftro de una ecuaci^n no es 
una operaci,6n invertil?le*/ ^ * • 

2, El ejemplo dado en el texto al comienzo de este problema 
' indica la forma que debe usarse, N6tese que "es equiva- 
lente a" sej dice en tre ecuaciones ^ una de las cuales se 
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ha obtenido de la otra utiliaando la propiedad aditiva 
o la propiedad raultiplicativa de la igualdad, Nada se ' 
dice entre ecua^ciones para- las ^ales hayamos escrito^. 

un numeral nn^s senclllo en uno o aml:^bs mimbi^os de las . 

« 

ecuaclones . Se podrf an exponer razones para ambas 
clases de prpcesos, y esperamos que el estudlant^ estar|[ 
pensando en justif icaciones a4ecuadas para todos los pasos, 
Aquf, sin embargo, el interns estiS ^n la equivalencia y 
las propiedades que producen ent||iciados equivalences . 

H^gase que el estudiante use esta forma solamente 
mientras el maestro lo crea iiecesario. Despu^s que deje 
de escribir ^'este enunci^do es^ equivalente a", el 
maestro deberS comprobar de vez en cuando con algunas 
preguntas, pat^ estpr segiiro de que el estudiante est5 
pensando claramente acerca de lo que est5 hac^endo. Si 

no lo hace as£> se>debe procurar que vuelva temporalmente 

^ , * * ■ . * \ • 

a emplear la forma c&mplfeta. , 

* i. 

(a) 2a + 5 «^ 17 

Este enunciado es eq^aivalente a . ^. 

2^ + S + (-5) -,17^^ (-5) 
-<5 , . 2a = 12, ' , 

y este enunciado es equivaiente a 

|(2a) -1(12) \ ' . 

^ Por consiguiente^ el cpnjunto de validez es {6), 

(b) El congunto de validez es el con junto de todos los 
niSmeros reales* ^ 
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(d) c-3) ; . (^) (-3) 

(tydo) \ / ' if) ^ 

.(h) El con junto de todos los r^Jtoieros reales. 
(a) Si X es el . nifeiero de Rulgadas de longitud del 
fiercer lado, ^ , 

. ' entonces '2x + 3 es el ntSmero de p^lgadas de Ipn- 

•■..,'* , ' » 

gitud del segundo lado, ♦ ■ 

y K + 5 es el ^mero de pulgadas de longitud del 
. primer lado* . , ' » * ^ 

Cx. + 5) + (2x + 3) + X = 44 ' 
El conjunto de validez es {9} , y las longitudes de 

los lados son 14, 21,*^ y 9 pulgadas. 
(b") Si m es el entero, . 

m + 1 es el sucesor . _ ^ 

• " m + (m + 1) *» 2m + 1 

El conjunto de validez es el conjunto de todos los 

ntSmeros reales. 

(c) Si X* es el primer entero impar, 
entonces x 4- 2 es el segundo entero impar, 

y X -lij^x + 2) - 11. Siendo el dominio de x los 
' - enteros impaires, el conjuntq.de validez es 0, y, por 
tanto, no hay dos enteros impares consecutivos cuya 
suma sea 11 . 

(d) Si el alambre cuesta c centavos por pie, entonces 
el sefior^C^l<5n pag«3 (30c + 55c) centavos, y su 

' vecino pag<5 25c centavos. 

30c + 55c « .25c 420 
'El conjunto de validez es {?}• 
El costo del alambre es 7 v centavos por pie* 
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Xe) Si el entero es n, 

el suc^sor .es n + 1* \, . 
4a T. aCn + X) + 10 

El con junto de validez es (6), y el. entero es 6. 

■■■ " ^ ' ' ' 

(f) Si cada hombre estaba guiando a Taz6n de r mlllas 
por hora, entonces: 

5r es el niSmero de millas que -^1 primer hombre 
recorri^, 

5r + 120 es el^ ntSmero de millas de longitud del 
recorrido total* 

3r es el miSmero de millas que el segundo hombre 
recorri(5r, ^ . ^ ' <^ 

3r V 250 es el ntSmero de millas de longitud del 
recorrido total. 

5r + 120 » 3r. + 250 
El conjunto de\ validez es {65)3 y cada hombre con- 
^* ducfa a raz6n de 65 millas pox jhora* 
I (g) Si X es el ntSmero de semanas a partir de hoy, 

entonces: / - 

2x es^ el ndmero de pulgadas de crecimiento de 
la planta A, , . 

y 20 + 2x es el ni&iero de pulgadas de altura de 
la planta A, x semanas a partir de hoy* 
3x es el ntSmero de pulgadas de crecimiento dp 
la .planta J> 

y 12 + 3x es el niSmero de pulgadas. de altura de 
la planta B» x semanas a partir de hoy. 
20 + ^x - 12 + 3x 

{8} • ' . 

A las ocho semanas las dos plj^ntas tendr^n la .misma 
altura . . - 
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,(h) Si X es «1 n^ero, 
3(x +17) - 3.92 . 

El n^ero es 47 
(i) Si h es el nt&iero menor, • 
entonces 5h . es el mayor . / 

h + 5hi -*4h + 15 . ^ , 

El ntitaerb menor es 7— • 

(j) Si X es el ntSmero de cuartillos de agua, 

entonces X + 2 es el ni3mero de cuartillos de la 

mezcla, o * ^ 

y 0.20(x^ + 2) es el ntSmero de cuartillos de alcohol 
en el radiador. 

i 2 - 0.20(x + 2) * 

Hay 8 cuartillos de agua en el radiador. 

f 




7^. Reciprocos 

/ Usamos ahora el sfmbolo para representar el recfproco 

/ de a. Antes de esto, hemos usado el mismo sfttibolo cpfmo una 

}' ' " • 

fracci«5n que indica un cociente. Para nuestro propdsito 

actual,^ serfaLxon^ijiente tener un sfmbolo que significara 

I s61o ''rec£proco"T!r^o pusiera de manifiesto ulteriores propie- 

dades del reclproco/ Gonsideramos el uso temporal de ' a' <o 

a* o a"-*-,"© alg}^ simbolo parecido, correspondiente a nuestro 

uso del "negativo superior" a principtos^del Capftulo 5, pera 

decidimo^ que esto seria m^s confuso qtSfe^ provechoso . Ademlls, 
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creemps que el estudiante debe acostumbrarse a sfmrfolos y 

palabras con m&s de un signiflcado. El significado paa^ticular 

atribuldo a tal sfmbolo debe determinarse por el cdntexto. . 

Respuestas al Con junto de pyoblemas 7-8ai p^itia 172 ; 

X, (a)- i . . . - , (e) -i- * ' - 



(c) -T- 



(f) ^« 



1 



V5 • \ (g) 4 

(d) -6 ' . 

- En (a) el nombre corriente para el inveriso multiplicatlvo 
—:6ra el mismoque el recfproco expresado en el problema 1. 
3. Para cada niSmero real a, distinto de cero, hay s<51^ un ■« 
inverse multiplicative de a. « 
Demos tracidn: Sup6n que b ^ x son ambos inversos multi- 
plicativos de a. Entonces, 

. . ab «= 1 j2 ax * i. Definicidn del inverso 

* multiplicativo' 
■ Si ax « 1 para algtSn x, 

ax(b) » 1(b) para el mismo x. Propiedad 

multiplicativa de la* 
• ■ , • ■ igualdad 

' " (ab)x » b Propiedades cpnmutativa y aso- 

ciativa de la multiplicacidn 
\ ^ ^ , = b Definici6n del recfproco 

X » b Propiedad multiplicativa del 1 
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1 • ■ ■ ■ * ■ . 

1? . ■ ... 9 



Pigtna 175 . - i a son ambos reclprocos de, j^, porque., 
^ • r • " ' ■ ■ ' 

cuaftdo cutflquiera de ell6s se tnultiplica por el ^es\aKado 

es 1. . ■ , ' . ' ' " • 

Respue^tas al Con:iunto de problemas 7->8b; pSginas 175-176: .' ^^ 

1. El^ reclproco de ^ es |, de 0.3 es de -0.3 es • 

' 4 3.. • 3 5 • f 

- deV,33 es de -0.33. es de 1 es 1, .de -1 es -1. 

de 42 es i, de es + 4, de y2 +1 es ,2 . ^ 

. - X + 4 - \ y +,1 

2. JP + (-1) no tiene reclproco si a » 1, puesto. que. 

a + (-1) - 0 ^uando a = 1, 7 0 no*iene i^cfprodo . . ^ • 

a + 1 no tiene recfproco cuando a »» -1. . \ 

^2 + (li) no tiene reclproco cuando a 1 <5 a » -1. ' 

t>uesto\ que a^ + (-1) - (a +1) (a'+ K-l)) , - 1 - 0 si 

y s61o si a + 1 - o\ 6 '[a + (-1) - 0, esto es, si y* s<51o* 

s3, a » -1 6 a " 1. ; - |,. V 

a(a + 1) no tiene reclproco para, a = 0 6 a » -1. 

a no tiene reclproco para a » 0; no es un niSmero si 
a + 1 . . . 

a - -1. ' • 

a^ + 1 tendr^ un reclproco para cualquier ndmero real a, 

puesto que a^ + li 1 para todos los nCimeros reales a. 

1 tendri un reclproco para cualquier ntSmero real a. 
a^ + 1 * 

3. f(a + (-3)) Ca + 1)) (aTTl^) = (^+(-3)) 

> 

Propiedad multiplicativa de la igualdad 

(a + 1). ((a + (-3)) TTT^ = .(^ ^"^0 a 

Propiedades asociativa y conmutativa de la multiplicacidn 
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(a + - I ,Definici(5n de recfproco 



a + 1 » 1 



Propleda4 multiplic^tiva del 4 



. Si a • 3, entonces 3 -f 1 » 1, y e«to es falso. 

No debemos esperar que el enunciado a'+ 1 » 1 tenga 

el miismo ^oniunto de valides: que el enynciado prtginal^ 

puesto que nuestro "multiplicadory — ^*no es un 

. » a + 

ntSmero cuando a « 3, y usamos la |>ropiedad multiplicativa 

de la iguard^d en el primer paso* ,A1 mane jar f rases, 

cotno %n este ^jeraplo, tenemos que estar constantemente en 

guardia para*no set domlnados par el "manejo o ju^go de 

, sfmbolos" hasta el punto de olvidarnos de la estructura 

algebraica. Mientras recordemos que^^quf se 

a + (*-3) 

supone que represent a un ndmerO) es tamos seguros al usar 

pr opledades algebraicas ♦ Cuando conslderamos a — ; — > * 

a + \^^) 

como un s%^lo^ solamente y apllcamos nuestras prople- 
dades algebraicas, cualesquier^ resultados^^lptenidos ,ser5n 

. s61o sitQb61icos; para poder interpretarlos conjo resultados 

■ ■ ■ ^ 

aqerca^ de hilmeros, tgtnemos que verlflcar que us^bamos 
re^lmente ntSmeros (simbdllcos) en cada paso del proceso 
seguido« 

El tebrema 7-8b dice: "El reclproco de un niSmero. positivo 
es positivo^^ y el recfproco de un nifciero negatlvo es . 
negativo" * ^ v ; -y^ 

Puesto que el reclproco de un niSmero real es el inverso 
multiplicativo de ese niSmero y el inverso aditivo de vin 
ntlmero es su opuesto, el enunclado correspondlente para 
opuestos seria: "El opuesto de un n^ero positivo es un 
ntSmero negativo, y el opuesto de un ndmero negative es un 
niSmero positivo" . - ' \ 

*^E1 teorema 7-8c dice: "El recfproco del recfproco de 
un ndmero real a, distinto d^ cero, es a"... El opuesto 
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5. 



6. 



del opuesto de. un. niinero r^al a -es el ndmero a. 

' Puesto que 0 no tiene reclproco, el teorema, 7-4 
no es apligatle al caso a = 0. El opuesto de 0 es 0, 
y el opuesto del. opuesto de 0 es'tambifin 0. Por tanto 
la restricci<5n a niSmeros reales distintos de cero no e? 

necesaria en el enunciado concerniente a los opuestos. 

1 111 
Si a - 2, b « 3, entonces^ ^-J « ^ » -g-^ , 

Si a = 4; b'= -5, entbnces « -^^^^ ° 4 ' (Ug) • 

Si a> -4, b - -7, entonces irfl^^ " W ^ d 

^ 1 1 ' 1 - ... 

Asi, el Wunciado — ■ *^ es cieAto -exi los tres casps. 

;Es -i en los tres casbs? 

* a b 

(a) ^ > 4' es cierto, 

, ■ * 

3.2 

(t) i>l_ es cierto. . Uno es positivo, uno Aegativo 
1 1 




(c) JLS> lj es falso, puesto que 

45 , est5 a .la izqui'erda de -y, 6 



28 



, en la 



recta numiSrica. 




II'' 

si a>b. slendo a y b posttivos, entonces > ~. " Este, 
es un enunciado cierto. Un/ejemplo: , 
Si " • 



egatonces 4 > 4 • 



a - 5, b « a; (a > b) 
t > ? • ^ 



Si a >b^ siendo a y b negativos, entonces 'r>-i, Este 

• . b a 



es 
Si 



un enunciado cierto^ Un^ejCTiplo: 



a « -4, b -8, (a > b) 

11 -It) 
entonces *::^>^r4vPor lo tanto, ^ esti a la derecha de 

> en la rect;a num^rica. 
Si -a es p.ositiyo y b es negativo,, a >b, y entonces ' 
1>^^ puest^que el reclproco de un ndmearovpositivo es 

un ntipiero positive^ y el recfproco de un ntlmerQ negative 
es un ndmero negative. A continuaci6n aparec^e Juna ilus- 
tracidn para el caso a 3, b « -2: . 

-2 • -I \ 




.Sabemos que a«— « 1 y ahora suponeiDQS que a es negative. 
Entonces, por la propiedafi de cOT^'a^ci6n/ ex^ctamente " 



una de tres posibilidades debe ser cierta: 



> 



St es positivo, entonces a-*^.es negative, por la 

definicidn de multiplicacidn de ntSmeros reales. Esto 

contradice el hecho de que a^-i es positivo. Si ~ es ^ \ 

cuando a es negative, eptonces a*— = 0, por la pVo- 

, . • a , , 

piedad multiplicativa del cero. Esto de nuevo contradice 
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el hecho de que a^— es positive. De aqul que la tSnica 

- a , ♦ 

posibilidad restante es -^^0* 

* P&ginas 176*177 > — Al tratrar con nn "si s tenia" j^e tien^ 

"estructura", la iiiduccidn juega un papel imifortante, porque 
nos ayuda a des\:ubrir propiedades que podrlan ser cierJ:as en 
general. Nuestra conf ianza en la certeza de la propiedad 
sugerida depende del hechQ de que estamos tratando cori un sis- 
tema. La d^ostracidn de una propiedad sugerida por inducci6n 
se efecttSa deduci^ndola de Qtras propiedades que se sabe o se 
supone sean ciertas*. Descubrimos muchas de las pfopiedades 
J^ndamentfale^; de los nt&veros reales por inducci6n. Al prin- 
cipio tuvimos que suponer que en general las propiedades eran 
ciet*tas. Luego pudimos "demostrar que dlgunas de nuestras 
propiedades descubi^rtas eran consequencia de propiedades que 
va habiaffios demostrado claramente o bablamos supUesto ciertas^ 
/ ^ As!/ todo nuestro trabajo descansa en la suposicign de que. 
ciei;;tas propiedades de los niimeros realeis en general son 
cierfiife. La* realizacidn de este becho puede ser desconcer- 
tante al princii>it>, pero realmente toda la matetn^tica se 
' , desartQ>ia en esta forma. Cuando las propiedades supuestas 
sorf enunqiadas exp^icitamente,* se 0^ suele llamar axiomas o 
postulados . 

Dfelyez en Wando. sefLalamos infontJalmente la diferenqia 
ent^e razppianyLento Inductivo y razonamiento d^uctivo. En 
algunas iClasefe puede valer la pena urji estudio m^s atiqplio de 

estOv \ ' ' . ' * . . 

\ Una iiiscusidn .del razonamiento ded6ctivo,^y referencias 

biblidgr^ficas corr^spondientes p\aeden verse en las p^ginas 

ll?-113' de los AJ)^ndices al *^R6por]C of the Commission on 

Matbematics". En los Prdtl'emas de repaso del Capitulo 14 se 

incluye^ la expi;esi6n* a - a + 41, que es prima para todos los 
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valores eateros de a desde 1 hasta 40, pero no para a 41* 
Esto proportflona uad bu^a oportunidad para tratar de nuevo 



*anzB los estudiaiutes la cuestlOn Indue tiva-deduqtivi^, 
Respuestas al Coniunto de problemas 7-8c ; P^iginas 177^^^: 

fb) .1 " .(d) -1--. . 'if) 1 ' 

2. 0 \ » ^ 



3. No, porque 8*17 es 136, por 1^ tantoj 8-17 no es 0, ^ 

4« n es. 0. ^ ' * , - 

5. \ p puede ser qualquier n^imero Wal* s 

6. p es 0 6 q * / ^^^^ 

7 • q es 0. ^ ^ * 

* Pj[glnas 178-179 . Inctllquese una vez mUs en dos estudiantes ' 
que eL enunciado "a « 0 6 b = 0^^ permite la posibilldad 
de que arobos a 1) sean 0. , 

Cuando a « 0, el requisite de* que 0 6 b » ,0 se, 

sa|:i^£ace, porque un enunciado compuesto cuya& cl^usulaq / ' 
est^ conectadaj^ por "o", esto es, una disyuncitfn, es cierto 
si por lo menos una clausula es cierta. 

Las razones en la demos tracidn ;dei teorema .7-8a son: 
<-^)(ab) « -^"0 Propiedad tnul^iplicativa de la 
* / igualdad • 

*(-)(aB)^ 0 Propiedad multiplicativa- del 0 

^■i-a^ b « 0 Propiedad asocfativa de la multipli- 

caci<5n - t 

I'b » 0 Definicidn del recfproco 

b = b '"Propiedad jnultiplicateiva del 0 



R^spuestas al Conjunte^n de problemas l^Sd i piiginas 179-180: 
1. Si I (^ 5 )) .7 ■ Q, eiitoiictjs 7 «* 0 "6 x ^ (- "S^-^ O^ 



por el teorema 7-6 . Pero 7 |io puede ser igual a 0, porque'' 
son ncsttbres de distintos niSmeros, . 
As£, pues, X + (-5) » 0. . 
. 2. Si 9 X h x^l7 X 3 » 0, entonces por el teorema 7-8e, 
9 - 0 6 Ji * 0 <5 17 » 0 6 3 » 0.* Puesto que 
9 *t 0, 17 9* 0, 3.\(^! 0, debepios ^ner h « o! 
*3. No. Por e^ranplo, -2 estd entre -3 y 1, pWo - no 

.est5 entre - -i y 1. 
^ 3 ^ 

' .. Sin embargo, si a, p, ^ <1 son todos ni&ieros positives 

• o.todos negativos,* y a estS entre p ^ , q, entonces 

1 ' • " 1 i' ■•• ■ ' • ..." 

— est5 entr6 -= y — . 

a ■ P ' " * 

4. (a) Si (x + "<-20))fx + (-100)) = 0 es cierto para 

^ algtSn x, enton«es x + (-20) = 0 <5 x + (-100) » 0 

es cierto para el mismo x. 

X 20 <5 X » 100 

Si X - 20, (20 + (-20J) (20 + (-100)) 0(20 + a00jK0. 
. . . Si X - 100, (loo +(-20^(100 + (-100^ = ^00 + (-20j|O«0. 

" Por tanto,*el conjunto de validez es {20, 100) . 
(b) {-6, -9) . (e)' Cl, 2, 3) (h) (6) 

fO, 4) • (f) {|;-|} , (i) (23 

5. Teorema :• Si a, b, c, son niSmeros reales, y si. ac be 

^ y c ^ 0, entonces a « b. 

^ ' Puesto. que ac = be y ^ ^ 0, 

,^ entonces ac<l) =.bc(l) Propiedad multiplicativa de la 

r' 1% / ^1 A igViald^d 

^^^c(i)J » b(c(i)) Propiedad asociativa de la mul- 

• ^ ' . ^ tiplicacidn 

V a*l « b'l. Definiei6n del reclproco 

a - b Bropiedad multiplicativa del 1 
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P|gina 180. $1 ~+^' fuera tgual a 



a + b 



para un par de 



I 



-n^ei^jy-TTX^bT-^TOn^ tendr lamos a 9^ 0, b ?t 0, a + h fj ij^ 

y ' - ' , ■ ■ ' • . ■ ' • 

" a b a + b* 

Si se multtplican ambos miembros de esta eonacidn por 
ab<a + b*), se~ obtiene . n» 

b(a + b) + a(a + b) = ab- 
ab-+ b^ + a^ + ab «,ab 
a . + ab + b^ » 0. 

■podein9s. ahora "completar el cuadxadd' pa^ajobteaer 
(k^ + ab ^ 2; . 3^2 I A 



■f fb f) + |b2 „ 0- 
(a t |b)2 ^ 3|,2 ^ q. 



\ ■ 2 ' 

N^esto que x = x^xi: 0 para todos los nilmeros reales • 
y como la suma de dos rttSmeros no negatives es no negativa, 1 ' 
debemos tener a + -ib -^0, y.b - 0. 'PerO b 0/ y asf tenemos 
una contradicci6n , Por tan to, no puede haber tf\3meros reales » 

a y b para los cual6s i + 1 * . ^ ' 
I . ^ a b a + ,b • . 

P^giha 181 . Demostracifin del problema 6 



' 1 1 1 



xy X y 

Definici6n del reclprocoj * 
{-1)(~1) - 1 



-(-) 
^a' 



Propie.dad. conmutativa de la 
multfipllcaci6n 

(-l)x » -X 

"El opuesto de la suma de dos ndmeros es la suma de sus 
opuestos" y "el reclproco del produ.cto de dos ni3meros es el 
»producto de sus recfprocos" son enuriciados estrechamente para- 
lelos. . 
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Respuestas a los Problemas de repaso ; teas 181-183 : 
1. Resumen: ' — 



Hemos defini'do el producto de dos nt&aeros reales a ^ b 
como sigue: ' 

E. S± son amb6s negativols o ambos no negatives , 

entonces ab »|al lb|. 

Si uno de Igs liiSmeros' a 2 po^itivo o cero, 

y el otro es negativo, entonces ab = -( |a| |b j) . 
De.'esta definicidn y de las propiedades de las opera- 
cipnes con los ntSmeros de la aritm^tica, se pueden 'demos trar 
las, siguientes propiedades de dichas operaciones: 

1. Propiedad multiplicativa del ^: Para todo niSmero. 
4rea^ a, 

, (a)(0). «- 0. ' * . . 

2. Propifedad multiplicativa del 1: Para todo ntSmero 
real a,, 

(a)(1) - a- 

3. Propiedad conmutativa de la TO\^ltipllcaci6n ; Par:a dos 
ntSmeros reales cuales'quiera a jj; b, 

' ab = ba. , ^ 

4. Propiedad asociativa de la multlplicaci<Sn : Para -tres y 
n\3meros reales cualesquiera a, b, c, \^ ^ 

. (ab)c = a(bc) . 

5. Propiedad distributiva ; .Para tres niSmeros reales 
cualesquiera a, b, c, 

* a(b>+ c) * ab + ac'. 

Hemos def inido un inverso multiplicativo como sigue : . 
' * Bi c X ^ son niimeros reales tales cgae * 

pd * 1, >. 

entonces d es un inverso multiplicativo de c. • 
9 
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HeiRos convenido en usar el nombre reciproco para el in- ^ 
veraQ multlpllcativo^ y en representar el recfproco de 



i 



cu&l<(lit6r tiUmeco a — pgr el sXuibulu — : — 

a « _ , ' 

Hemos demos trado los slg^leacites teoranas: .» 
1, El nt&iero 0 no tiene recfproco, ' 

. 2. Para cada mSmero real a,* distill to de cero, existe 

solamente un inverso multiplicativo de a« 
• 3* El recfproco de un niinero positive es positivq y el 
reciproco de un nt&nero negative es negative * 
4» El recfproco del reciproco de vm niSmero real a, 

^ distinto de cero, es a. ^ 
5^. Para^ dos ni&oieros reales cualesquiera a ^ b, distiritos 
de cero, - 

V 11 . 1. ^ 

a b ab * ' 

6, ^ Para dos *ntSmeros r^les a^jjj; b, ab « 0 si y solamente 
si, a « 0 6 b « 0* ; ^ 

Hemos expresadb la propiedad multiplicativa de la 
igualdad as£: Para tres ntSmeros reales cualesquiera a^ b^ 
*c, si a « b» entonces ae * bcv 

2* (a) 3a^ + (-6a) ^ (d)' + («10m) +25 

(b) + 7x + 6 (e) 2x2 + ^^g^j ^ ^ 

^ (c) a^ + ^b2) 
3» '.(a) 2a(x + y) (d) 5 (2x^^+ («3x) + (-1)) 

(b) c (a + (-to) + l) . (e) 33C (sx^ + 2x + (-1)) 

^ (c) (a + b)(cx + y) » 

(d) (O), 




- i^)^ (-1) 
El conjunto de todos los nCimeros reales. 
5. (a) 3a + 3b (c) (-.6a) V 4.6 

(b) 4x + (-2b) (d). 1x1,+ |~xl 
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BSC 



♦6, (a) 



X 



"2 




0 



2 
P 



2 
0 

-4 



«1 



, 1 
0 
-2 



0 
0 
0 



-2 

> 0 
4 



(-8, a, ^, -1, 0, 2, 4- 8) 









A 
U 


X 


o 








— V- 


-0- 






=^ 


-1 




2 


0 




-2 


a . 


0 


0 


0 


0 


0 






2 






^ 0 


• 2" 


■k 


8 

















(V), 




-1 


0 


2 


+ 


-4 


-3 


-2 


-1 


* 0 


1 


2 


4 


-2 




-3 


-2 


0 


-2. 


•f6 


-5 




-.3' 


-2 


-1 


0 


2 


-1 


-3 


-2 


-I. 


1 


-1 


-5 


-V 


-3 


-2 




0 


1- 


■3; 


0 


-2 


-1 


0 _ 


2 


0 


-4 


-3 


-2- 


rl 


0 


1 


.2 




2 


0 


.1 


2 




2 


-2 


-1 


0 


*1 




3 


k 




R . 




1 -S* 




-3, 


-2, -1 


, 0, : 


l» 2, 


3, 4, 


, 6) 











7* (a) Si yo pago x ddlares^ entonces' 
tj,aime paga x + 2 dolares. 
X + (x + 2) = 11 . 



\ 



i 



Jaime paga $6*50. 

(b) Si el primer entero imj^ar es el pr6ximo entero 
impar es X + 2* ; 

X + (x + 2) - 41 • , • 

jft, puesto que el dconinio de x e^ los 
enteros impares* No hay dos enteros impares conse- 

cutivos cuya stJofta sea 41. J 

(c) Si el niSmero de yardas del ancho del rect^ngulo* es 

entonces el i^Jmero de yardas del largo del 
rect5ngulo es w + 27, 

2w 4^2(w + 27) ^ 398^ 

^ ^ ; (863 " ^ 

. El rect4ngulo tiene 113 yardas de lai\go y 86 yardas 



de anchb. 



y 



Mr 



^ 3 ' 



V (<i> St Ih nota .que obtuvo Jaime x, entonces 
, \ • la nfipa que| obtuvo Maria es x + JL4. 



La nbta de "Jaime era 78, y la de Marfa era 92. ^ 

(e) Si eX jor^aal del padre era x d61ares por dfa/ 
^^ entonces -el. J'omal del hi jo era (4)x d61ares por 

^Bl.hijo gan6 2("|)x ddlares. 

* \: El padre gan^ 4x dfilares, „ - 
4x + ,2(|)x - 96 ^ ' 

El padre ganaba ^20 ddlares por dfa y el hijo ganaba 
8 d61ares por dfa. 

♦ 

(f) SjL X es el ntSmero de cerdos, , 

4x es el niSmero .de patas de cerdos, J 

^ X 16 ' es el ndmero de pollps, >. 

2-(x + 16) j|e ea, ntimero de patas de polios. 
4x + 2(x + 16) = 74 

• f7} 

Habf a 7 cerdos y 23 polios . • , 

(g) Si X es el ndniero de aciertos, 

X + 10 es el ndmero de f alios. 
IQx + (-5)(x + 10) = -25 

; , ' . (53 

Tuvo 5 aciertos. 
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Capftultf 7 



I 



Sugerenci'as para'ex&neneSs 



1. 



(a) 2ax + 3by 

(b) 2ab i^C-3c)' + y) 



Betennina el valor de cada too de los siguientes ctiando 
X es -3,^^y es 2, a es -4, y 



b es -^j 



(d) . 2x + (-a) + (-y^) 



2. 



(-3))/ ' 



■A, 



Multiplica los siguientes: 

(a) ' • (-7)(3x + 4y) (e) (x + (-4))^x2 + 5x + 

(b) 3y (y^ + {-2yCy) + x^^ (C> ^ (-^^X-exy) 

(c) (X + 6)(x + 7) . (g) 

(d) + (-a)) (3x + 7) ! 5a b — 

Expresa cada uno de los siguientes como un producto 
indicado: ' >^ 

(a) 7a +*7b (d) xy + <-xy) + (-oc) . 

(b) 3m + 15n (e) (-4)a^ /(-4)x2 , 

(c) 4p + (-7px) 

Reduce t^rminos en las siguientes frases: 
<a) z + 3z - ( (c) 4x + (-6y) + 6x + 12y 

■(b) (-15a) + a (d) '*x + 3y + 7x + .(-2y) + l^3^ 

- ^Para qu€ valores de b no tiene recfproco cada una de 

- ^ ^ ' - . - ^ ' > ~ > , ^ ^ 'I 

*l|is siguientes expresiones? 

.(a'); f " .. • (d) 

• - -^23!) 



2a + b 

b^ + 1 

2a'+ b 
^{h + 1) 



\ 



j6» Los siguientes envmclados son ciertos para to<lo a> todo 

\ y todo cjj • , ^ 

' ^ A* ab' m ba ■•nf s;;^ • 

B. (ab^o « a(bo) ^ ^ • , ' 
^ aa) * a - 
p. a(0) wo 

E. (-a)(-b) » ati . : * 

St a im entonces ac « be. . * 

9* + o). ^ ai) + ac 

iCu51 de los enunciados expresa: 

Ca) la propiedad asociativa de la inultiplicacidn? 

(b) la propiedad distributiva? 

(c) la propiedad multiplicativa de la ordenacidn? 

(d) la propiedad multiplicativa del- uno? 
7u Determina un iwSmero real x que haga cierto cada enun- 

ciado abler to i * A 

(a) ^ + (-8) .4 (d) |x +. (-1) I - 4(.3) + (-2) (-8) 

. (b) |-5| +'7 + (-5) + 2X-0 (e) 2x + 3x » 8.-3x ^ 
(c) ~ ({-5)x + 7) = 5x + (-7) 

8. (a) Si a jj; b son iwineros r^ales,, indica ia propiedad 
xjitilizada en cada paso del desarrollo siguiente; 

/(a + b) (a +• (-b)) «' (a + b)a + (a + b)(-b) * 

» a + ab + a(-b) + (-b*^) 
• - a^ + lab + a(-l)b + (-b^) 

\ - + (1 + (-1)) ab + (-b^) 

— V 7 / ~ '» a^ + {t))ab + (-b^) 

» a^ + (-b^) 



(b) Reda?Jta en palabras la propiedad acerca de los 
" n^eros^reales a ^ b expresada en el enunciado 
(a + b)(k + (-b)) » a^ + (-b^). - 
Determina conjuntos de validez para los siguientes 
enunciado s abler tos y dibuja gr^ficas: 

(a) 7r + + 3r - (-M +16 

(b) 4(y + 2) + (-.6)(y + 3) + (-y) « -4 

(c) k\x\ - 18 + (-2|x|) y _ , ^. 

(d) 3(x + (-4))(x + (-1)) - 0 ' ' . 

(e) x(x + 2) - 0 j . 

Escribe un enunciado abierto para cada uno de los 
problemas siguientes* Determina lbs conjuntos 4e 
validez y pontes ta las preguntas. 

(a) Dos autom6viles distantes a 360 miliar entre si, 
salen el uno hacxa el otro a la misma hora y se 
encuentran seis horas despu^s. Si la Ivelocidad. del 

* primer carro es dos Veces la del segunjdo, ^cudl es 
la^elocidad de cada uno? \ 

(b) El cuidruplo de cierto ^entero es dos mas que el 
triple de su sucesor* ^Cu^l es el entero? 

<c) * La longitud del perimetro d^ un tri^ngulo es 40 
^ pulgadas* El segundo lado ^ene 3 pAlgadas mfis que 
el primero, y el tercer lado tiene una pulgada mfis 
que dos veces el primero. Calcula la longitud de 
cada lado • ^ 



Caj>ltulo 8 



PROPIEMDES DE LA ORDENACION 



^ . Una fuente de itiformaci6n general de este capltulo la en- 
contrarin los maestros en Studies in Mathematics ^ Voltcae III , 

' • f 

Capltulo 3 , secci6fn 3* ^ 

La relaci6n de. ordenaci6n para los numeros reales ^ 
Conviene recordar que el punto sobresaliente, ctl este* 
capftulo es la relaci6n de ordenaci6n > (V» las observaciones 
' preliminares sobre el Capltulo 6 de este Comentario.) Al 
hablar de un par de numeros dado, podmos cambiar, y con fre- ^ 
cuencia as! lo hacemos , de "menor que" a ^^mayor que^' y 'vice- 
versa sin difgLcultad» Sin aabargo^ esto tiende a oscurecer 
la idea de la relaci6n de ordenaci6n y no es admisible cuando 
estudiamos la relaci6n de ordenacion " < en si misma* 
Hacemos hincapie en esta cuestiSn, poM^^ es Tnatemlitic«nente 
important e para el estudiante aapezar a pensar en la relaci6n 
de ordenaci6n y no en la ordenaci6n solamente^ Por otra parte^ 
no debe pr of imdizars e la cuesti6n con los estudiantes* No es 
eseiacial/ que esten capacitados para explicarlo^ Si ,se piensa 
sobre la relaci6n de ordenacion y se tiene el cuidado de pre- 
sentarla correctamente, entonces el estudiante aprender£ auto- 
m^ticament^ a pensar sobre una relacion de ordenaci6n como un 
objeto matem^tico, mfis bien que como un modo convenient e de 
consi^erar un par de niineros reales. ' 

Resnuestas al Conlunto de nr obi etnas 8-1 ; p^ginas 186-187: 

1. w -I < -f 



( 

<b) -|-7I « -17' 



(c) No puede decirse; si c es un numero real^ entonces 

exactam^nte uno de los siguientes es cieirto: 

c < 1, c « 1, 1 < c. 

^ ( 

2» Si c > 4 y' 4 > 1> entonces c > 1; propiedad transi- 
tiva.^ % 

3* (a) Cierto (c) Cierto 

(b) Cierto (d) Cierto para cualquier numero 

real a. , 
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4« (a) Cierto 



<c) Falso, 



.<b) Falso 

5, <a) Falso 

> . (b) Falso 

6. (a) 3 < 3 +T « 

0 -« X 



7. 



(d) El conjittito de valldez conslste ' 
en todos los n^eros* positives. 

(c) Cierto ; . 

<d) Cierto 



Tres posibles descripciones del conjunto de^validez son: 
* JEl conjimto de numeros tales que 0 < ^ 



*^$d<3a los nilkieros mayor es que 0.. , 

oonjunto de todos los nikieros positivos. 



(b) 



3 + X < 3 
X < 0 



J 



El conjunto de todos los* numeros negativos. 

(a) {1} (c) {1) ^ 

(b) {5) (d) lir + (-42)). 

I 



8. (a) El conjunto de todos los niineros menores que 3. 

(b) El conjunto de'^todos los nuiaeros mayores que -3 y " 
menor^es que 3» 

(c) Todos lo^ n^bDaeros redles • 

(d) El conjunto de todt)s los numeros mayores que -3* 

8-2. Fropiedad aditiva de la ordenaci6n ^ . 

Lani^lP estS naturalinente relacionada con la ordenaci^n 
por ellKSo de que x + y se obtiene en la recta nvimfrica 
mediant etraslaci6n hacia la derecha desde x, si y es posi- 
tivo, y hacia la izquierda, si y es negativ^. Sin embargo, 
Ssta' no es la propiedad que deseamps destacar. La wopi^dad 
considerada como fundamental es la propiedad aditiv^^de la 
ordenaci6n . Es ficil demostrar que la primera propiedad antes 
menci^onada se deduce de la jfundamental . Por ejemplo, si 

0, entpnces la condici6n a < b dice que b es positivo. 
La propiedad aditiva nos da c < b + ci, lo cvial dite que, 
si b es positive, entonces b V^c esm a la derecha de c, 
etc. . . . , 



I 



PAgina 188 ^ <-3) + (-3) < (- f) + (-3) es \m enimciado clerto* 

Si c tiene sucesivamente los valores ^ ^ el enunciado 

es cierto en cada caso* Vna exposicidn de propiedad aditiva* 
de la ordenaci6n en palabras jes: *^Si ^ numero es menoj: que 
otro, y a cada.ttno de ellos se le afiade el mismo numero^ la orde- 
naci6n se mantiene inalterada'^ ♦ La propiedad correspond! exit e de 
la igualdad es la propiedad aditiva de la igiialdad* 

^ • 

Respnestas al Conitmto de problemas. 8 -2a ; pliginas 188-190: 

1, ^ (a), Cierto * (c)' Gierta ' . 

(b) Cierto* ^ (d) Cierto \ ^ 

2, Si a,*b, c, son nlineros reHles, y si a :! ebtopces 

a. + c ^ b + c 
Si a, b, c, son numeros regies ^ y.si a > b, entonces 

a +VC > b + Cs 

» Si a, b, c, son numeros reales, y si aV b, entonces 

a + c > b + c . ' 

3, Si a ^ b, entonces a + c < b + c* Propiedad aditiva de la 

" ordenaci6n 
Si c < d, entonces b + c \ b + d* Propiedad aditiva de la 

ordenaci6n . 
Por lo tanto, a + c < A + d, , Propiedad transitiva 

4, En el ejemplo siguieqte, lldmese la atenci6ri de los e^tudian- 
* tes hacia el hecho d^^que no podrlamos verificar el conjunto 

de validez SfUStitnyendp numer^fi^en el enunciado original, si- 
^ no que en lligar de esto, tejiemos* que verificar el^ conjunto^ de 
vaiidez invirtiendo los pa^dfe que-, dimos para obtenerlo* Los 
estudiantes ban vis to antes esta inversi6n, en el Capltulb^Z, 
secci6n 7^7, en relacion con las ecuaciones« Entonces apren- 
dimos a rdconocer que ciertas ecuaciones son equivalent es , 
por que sabemo^l ique los pasos dados para obtener una de otra 
son invertibles* Pronto (en^la p^gina 198)- aplicaremos a 
inecuaciones este mistno proceditniento de 




reconocer enunciados equivafentes. por el* hecho de que lo? p^sos 



(a) SI 3 + X < (*-4) es* c4..erto para <lgun 
, * ^ entonces x < (-4) "+ (*-3y . es Itierto parWei ttfLsmb x^ 

x^< *7 ' l ^ eg cierjto^para el#mismo 
Tor consiguiente, si *x es ^linero que hace ciervtb' 
el enuncia4o original, ent one es x < -7, : 
Si X It -7-^9 cierto'par^ algun^ ,x, entonces ^ / * 

3. + X ^ (--7) + 3 es cierto para el mismo x, 
y 3 + X < ("•4) es cierto i^ara el' mismo x» 
iPor lo tantd j el conjtmto de validez es el ,conjunto 
de todos 16s niSmeros^reale6\menores que -7* ^ 
//Los eStud^antes debjen/geguir el metodo indicado en (a) 
para determinar los conj'untos de validez^ en este problema,* tps 
conjuntos de'validez son los siguientes: ^ ^ 

(b) El conjun^G de t9^os los nmeros mayore§ que -1. • * 

.(c) El conjunto de todos^lps x tales que x < 



'El* con junto de todos los numi^^os mayores que 



•i 



. .(p) ;*E1 c'onjtHCito 'de tpdos :^os x . tales que x > 

(f) ^ El conjmt;o de todos los numeros mayores^ que, 4* 
• .(g) El !cotijunto de todos los x tales que^ -7 '< 'x. 

* 

(h) * El conjuiito de todos los nximeros mayor^ que -4. 

(i) ~E1 conjunto de todos los x ' tales qua x -1. 

5 * ' 

~ . -10 -3^-8 -7* -6 -5 -4 '-S -2 -1 0 



■(ta-p-i*— f^O — I 1 — H 

-10-9 -8 -7 -6 -2 -I * 0 



—^ — O ' I I I ' I I ' ' 

_5^t4 -3 '-2,-1 0 1 2 3 4 
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6, Teorw: Si a < b* entonces -b ,< -a, , ; . 

'■^"laiaifiosHac^^^ Si a < b^, Suposici6n 

entonces " a +((-a) + (-b))<b + + <-b| 'Propiedad 

♦ . V" ; ^'^ ^ ' ' \ aditiva de 

la ^rdena- . 




>^ * * / ,ci6n 

+ (-a]) + (-b) < ^ + C-h^ + (-a) * . * Ptoi^^eda^ 

/ ^ 1 ^ ^tativa'y^ 

*^ • " ' , ' as^ciativa^ 

' / , ; . de la suma' 

0 + X'"!^) ^ 0 + ("^) Propi^dad aditiva *de los 

^ ^ \ m opue§tos ,^ ' > 

^ . •'b -# -a * Propiedad adifciva del 

7; Teorema: Si 0^<.y, entaimes x < x + y. 

Demos traci6ni* Para todo a^ b, c^^i a < b » * 

entonces a + cj0lf^ c* Propiedad aditlva 

de la ordenacldijt 

» " Sea a 0» b y, c « X, 

Si 0 < entonces Q + x < y + x* . 
* ^ * * ^ Si 0 < y, entonces x < y + x, Propiedad adi- 

' V ' tiva del- cero, 

' Si 0 < y, entonces x <r x + y, ^Propiedad con- 
* . * ; * \ miitativa de la 

^ • • - ^ . . suma j 

i * * 

»p£giiia 190 , Podemos escribir la ptopi^dad aditiva de la prdena- 

. cifiii asl: "Si a<i>; entonces c a < c + V* 
por la piropiedad conmutatiVa de la smaa^ . . 

Pikina 191^ El ©atmciado ,4 -*.(-2) +*6 puede traducirse a este 
opko enunoiado que lnjipll^ta ordenac'i6n: (^2). "^ 4. , / \ 

El n<5i|iero y tal que 7 * 5 + y* es 2^ determin^do^ por la 
propiedad aditiva- de la*igualdad. f>e la misma manera, se encuen 
tra que el conjunto de •validte de -3 -6 +'y consist e en el 3, 
otra vez on niknero -positive* 

P^gina 192 * Las razoneS para el teoremrf 8-2b ison las siguientes 

^ ' Si r^ t <-^) *\ 

t^tonc4s X + y X + +'(-?x)) Propiedad 'aditiva de la 

/ » * / , , *v igualdad 

' J * ^ + w(--*x)} + Propiedadpa asociativa^y 

^ ' , , ^ conmutativa de la- stjma- 




En el sigtiiente pArrafo, y es- negatlvo , y es 0, 6 y ^es 
.positivo. Exactamente wio de estos e.s ci^to, por la propiedad 
de cQDiparacl6n. * • • ' • ' 



Respuestas al Con junto de problemas 8"2b ; pfiginas 193-195: 



1. (a) -2h < 


-15 , 


-24 + 9 » -15 , 


b 


» 9* 




: (») . -|*< 


63 

T" » 


5^ 68 63 
-•f + IT - T" » 


b 


68 




(c) 4s < 


6 


' V 

3 5 2 


b 




1 




1 


b 










-■345 + 91 «■ vas't. 


# 

b 


V. 91 




(1) -Ii < 




99 ^. 1 98 ' 


1> 


1 

—55 





*> -si'. 



• U)-o»2l <i 1.^7 * -0.21 ;h ,1.68 ... l,^^7# b » r. 68' : -„ 

2* Debemos clemostrar que hay im liumero b tal que c a b, y 
- luego deipi08trar que b es negative. 

Si b es c 4>, C^a), H ' . . 

entonces b • c + . * 

a + b «*a +*fc + (-a)) Propiedad aditiva de la igualdad^ 
\ ^ =» (a + K^^S) + c Propiedades tonmutativa ,y asocia- 

^ ' * ♦ , tiva de la suma ^ 



^ «»*0 + c . Propiedad aditiva de los opues- 

> . tos . 
A + b**c . Propiedad aditiva del cero 



Por lo^ tanto^ ,hay un numero b* tal que c " a + b* 
;ExactaineTite unoJ^de los' sigtdentes ' es cierto: 
\^ ' 0 < bi b » 0, 6 .b < 6. * ^ ^ - * 

' »\ . ... ^ 

Si 0 ^ b, . • 

• entonces a <^ i + B. yropiedi^id aditiva de la orde- 

* *. , . • • ' nacidn * ' . 

m - ' * ♦ > 

^ VLuego, . a** < c, puesto que a * a + b« ' 
Pero -a^c x c<a es una contradicci6n. 



• • . *' ■ 

■ ^ ' - - . • ^ . ■ • •■. , ' • ■ - 

.■.Si J^* ' * - ^ ■ ' ' 

entonices a + V *« a, . Propiedad aditiva del cero 

Luego, c ■ a, puesto que c.*" a + b. 

Pero c*"a j^ c< a es una contradlcci6n. ■ ■ ^ 

Por lo tanto, b-<'p. ; ^ • " ■ \ ' ' 

3. (a) Cierto* Gierto .ij V 

(b) Falso ^ (a) Cierto , 
<c) Cierto * (f) Cierto 

4. (a) 5 '< 13 ^ 13 ; (tambi&i 5 < 8) * 
• <b)\<-3) < (-1), .(-1) < .2,> (-3)< 2 ^ 

(c) 5 + 2-7 , 5 » 7 -h (-2) ^ * , 



c 



SltiSa * a, Puesto que b:< 0, laos mdvemos | b | unlades a la 
*. Izquierda pata situar a + b. c tea otro nombre para 
,^ . a + b. c^estfi a la izquierda de a, as£ que c a, 

eV (a) Falso . (b) Cierto (c) Cie:i|^ 

7: (a)« |3\+ 4| - |7| 7 . . ^' " , * 

131 +.141 »3'+4-7 De modo que, ' ^ 

. ; > ^. |3 + 4| < j3|'+ |4| eLxk^ 

» ' • enunciado cierto. 



<b) IC-3) + 4| - |1| »'l ' * , , «... 

-3! + 141 « 3 + 4 " 7 De modo qAe, " . . 

< ' I («^) + 4| < |-3| + | 4| es un 

» ^ enunciado cierto. 



(-3> + (-4) I ,« |-7j .- 7 . \ . ■ ■ ' - 

-3 I + 1-41 » 3 + 4 " 7 De modo que, 

|(-3) +'<-4)|<*|-3^+ |-4pe9 
, un enunciado ciwt!p, ' 



(d) Para dos wGmeros reales cualesquiera a x t>, 

a +' bl < la 1+ Ibl . • 



i 
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Para doe nipieros reales cualesqiiiera a ^ b, 

la.b] = |a| . |b| 

(a) -- Si X es el is^ero, * 
^tonces X + 5-^ < 2x. ^ 

Si x+' 5 < 2x es cierto para algun* x,. 

entonces 5 < x 'es cierto -para el msmo x, 

Por consiguiente, si x es tin numero qvie hace, cierto 
el^ entmciado origiiial, entonces 5 < x. 

Si 5 < X, 

* entonces x + 5 < 2k es cierto para el mismo x, 

Por lo tanto, eX conjimto de validez es el conjiinto de 

todos los nfimeros mayor es que 5, , " 

(b) Si X es el nvimero de d6lares que Manuel pagarf a, . 
ento|xces X +, 130 es el nianero de d61ares que pagaria 
Jose, y X + X + 130 < 380, • 

El conjunto de validez es el conjunto de todos los 
n^eros menores que o iguales a 125. 

As! , pagarla Manuel no mfis de $125. ^ 

• . " ■ *• 

(c) Si n es el n^ero, • 

entonces 6n + 3»'7+5n. „ 

El 'conjtdrto de validez es el conjunto de, todos los 

niimeros mayores-que 4, ^ \ 
• El numero es cualquier npmero mayor que 4. * *^ 

(d) Si y es el numero de estudiantes en la clase^* " ' 
entonces 2y > y + 26, „ • 

' . El conjimto de validfez es el conjunto de todos los 
numeros mayores que o igiiales a 26 , 

El numero de estudiantes en la clas'e ess 26 por lo ,^ . 
*(e) * si s es la notts. que el estudiante debe obtener 



en el tercer examen, entonces 



A 



v§L,t 91 + s-^ 

y • * • 82 + 91 + s > " 3 (90)^ ,^ . 

■ , ♦ , , ' • 

'El.'conJimt%» d^ 'validez es el -conjunto de todos los . 
numeros mayores que o iguales a 97. * - ; 

El estudj^ante debe obtener una nota de por lo.menos ' 
97 en el -tercer* exameh. * 



. En ^ste problema- puede planteftyse \ma cuestl6n sobre 
el . domiiiio js , ^Algunos estudiantes alegarUn que se trata 
de txn doiid.ni.o tal como 0 •< 100 1 " ptros ' puedeai asegtxrar 
• qij.e 8 . puede ser un ntSma^o cualquiera, y algunos pueden 
pregimtar : "iQue hay sobrk SOtt ?" , etc. 'Se pr^senta una 
buena oportunldad a<iui para llaniar la at enci6n sobre la^ . * 
importancla de pensar acerca <|el • Sominiij . de la variable. 



^ *'<f)\Si* n es el, ntknQro de aiios de edftd que. tien'e RalSl j enton- 
* ces n + 5 e§ el niSmero de aflos de edad que tiene Luis, 

» y\ n + 5 ^ n < 23 , , ' . . " 

El conjuntO' de yalidez es el conjunto de todos los n^imeros 
* , menores que 9, " * ' J . , . 

Raiil ti^e menos de 9 afios de edad.> v 

6-3 ^ Propi^dad multiplic^ativa de'^ la oydenabiSn • • " - 

*l.a propiedad fvaidamental sJ^a en el teorema 8-3a, La "des-^ 
' cubrimo^" pJor induccidn, pero puede demostrarse, Esto indica. que 
la propl^e^d raultiplicativa de la Wdq[iiafci6n no es independient:© 
de las otjras propiedades , pue's puede s«r deducida de^ ellas, iPro- 
' ^cede de I4 propiejcS^^ adltiva de la )orclenaci6n por ccHndu<?t6 de la 
, ,propiedad distributiva, la cimlJ. unjb la sunKi y, la multipUcacl^n. • 

• • . " " ' . ' • '■ 

Pjlgina 196 . ifuesto« que < 1 > - - 

• ■ ' t ■ ^ .•• 4 . 7 .■•>•'- * ■" ■ ■ * ■ ' ' 

? i-x' 7 (5) •< »-|^5) Si as,b y c > 0 " 
- - «^ 4 7 ac < be. ^ ^ 



y» i<io 



4 



AnSlogamente, .puesto que ~ ^ < - ^ ^ 

> "6 17 



y . 14 ^ 5. 

• ' 51 M8 



Bemuevo, puesto que \ ^ / > - * * 7^* 
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pigtna 19^* La Justif icacidn de los feasos ef Sbidos en la de- / . ^ 
mQ8traci6n del prijper caso del teoretfla 8-3a es la sigutente: \ 

1» Si X X ^ n^imeros reales tales que x -^^ z* 

.entonces existe un n^Mero posit]iYq y*tal W z * 3C + y. 

2, Propiedad multiplicativa ^e la igualdad 

3. 'Propiedad dlstributtva . ^ ' . » ' 

. 4, El producto de" dos n^Saeros positivos es positive , \, . 

" 5, Si z " x + y, siendo.'y m niinero positiVo, entonces , , 

^ Los estudiantes p^eden t>bservar que ^te es un ejemplo de una 
dem08,traci6n liecha tpfduciendo altemadamente de pnunciadps acer* ^ 
ca de la' ordenapiSn a enunciados acearca de la igualdad. ^ , 

* P^ginas 197-198 . L^ prfipiedad multiplicativa de la ordenacidn, 

" cvonsiderada desde el punto. de vista de Itjs n^Smeros w&b Men que 

^- de la relapiiSn de la ordenaci6n, podrla. expresarae asl: Si ;un ,^ 

. ' ntjmero es menor que otro, y ambos se .multlplican por un niSmero 
positivo, la ordenaci6n permanece in^lterada; si un numero es 

, ' menor que otro n^mero, y 'ambos. se multiplican por^un n^ero nega- * 

, tivo, la ordenaci6n se invierte. * s * ; \ 

• .^La justificaci6n de los pasos efectuados en l^a deraostraci^iv. . • 
i ^' ."V;.del teorema 8-3b es co^^ . ' . - 

. ; ; (x) (xX >* 0 (x) * Propiedad multiplicativa de la ordena- 

• ' ' <i%^ ' . \ ' , ^- • , .■■»■■• 

. (Si a ■< b, entonces ac < be, si c" es 
/ ppsitivo^) ^ . _ 

Si x vo,-^"' -- . ■ 

\ • .(x)(x) >;(0)ix>. ' Propiedad multiplicativa. 'de Ua orde^^ 

••' ■ "'^'V ci6n ^, ■■'.'v^ • 

- \ • . ' a < b, entonces bc»< ac, *^C c es 

- ' • v» negative.) 

• Si. X - OV-x^ " t); y* si X /^,0, x^. > 0. . ' ' . 

". \" *■ ' " ■ ' • ^' ' ' ■ • V • ' /. 9 ■ * • 

'* • /^or lo tanto, 'fikia t&4p& los n<3m€3:o^^ 0-,,^ • 

>.;^v. , ■ •* *7-, ^ ' ■ ; : 

» . ♦ . * . ' ~ ^ - * % ^ 



/pjlgina 198 > A lbs miembros de -Sx < -& debemos aiiadir 5x 4- 2 
* para obteiica: el enunclado original (-3x) + 2 < 53H-(-6). 

. Jtuiti^l^^ando los miembros de la djesigualdad l-s x pqr -8, 
obtenemos ^1 erimclado <-8x < -8, . ; 

Respuestas al Coniimto de problemas 8^3 ; ta^ginas lSfc8-'200: 

1, (a) El cmijunto de todos los nikaeros mayor es que 4, 

(b) El conjunto de todos los n^meros- menores que 1* 

(c) El conjunto de t^f dos los x tales que x < -4* ^ 

(d) El coaTOatp^de todos los niSmeros mayor es que 

(e) £1 conjimto de todos los Burner os negatlvds. 

(f ) El conjunto de todos los x * tales que x v ^ • , t 

' 17 

(g) El cqpjunto de todos . los numeros menores que 

* * ' »^ ^ ^ \ * - ' ^ - 

^<h) El cdrrtonto de todos Ids numeros mayores que - it • 

(i) El conj unto, de. todos los nwneros jnayores que 2. 



2- (a) 



(b) 



— » — h-H — i — I — I- 
-2 -I '0' 12 3 4' 5^ 



<■ I ■ I I M lll I I O 1 H- 

-3 -2^-1 0 1-2 3 



. 4 ^* » 

3, (a) Si' Sara tiene b libros , entonces Sus^na tiene b + 16 
llbros , y V + 16 + b >• 28., 

. . El conjunto ^e^'^validez .coiisiste ^n todos los numeros . 

mayores que 6, as£ que Sara tiene por lo meiios 6 libros* 

(b) SI se slembr^n x bulbos » entonces 

15 < ^ ^ y ,.15>*lx. . • . 

. ^ ' , . - .4 

£1 coniunto de valldez cpnslste en todbs los entett>s 
entre Z4 y 40, ^ ^ * ^ 



Si a < b, dntonces a » b + .e, donde e < 0. (V. «1 Ccmjmto 

V de problesDoas 

. > . . 8-2b,,problenia 2^ 

Entonces, si c<0, ac » (b. + e)c, ?ropiedad multiplicatiya • 
• • / de la ordenapi^n 

o sea ac « be + ec. ?ropiedad" distributiva 

Si c .0, entcmces ec esj posit ±vo, Si z • x + y^. siendo 
\y be * ac, ^ * ,^ y positive^ ent one es 



Si e < 0, entonees 0<.(-c), y (-c^ es ^ositivo* 

Si a*< b, entonees a* (-c) < b (-c) , 

^ . (ac) < -(bc^,, , 

* y # ^ "be ^ ac. ''Si'a < b, entonees -b ■< -a. 

* ■ « ' ' •". ' , * - ''i 

:Si a < b^ a >Q y , ..b > , ^ • ^ ... 

entonees a(|-^)«< *b(|.-|K*: ' ' - ^ 

(ai)(|)<(b.^)(i) V 



1 . 1 
¥ <a 




entonees /I 1\ ^ _ 

'a^f' po,sitiv4, 

a(i4)<^(r|) . \ 

<-(b4)(|)4'• 
Laiirelaei6n se mantiene cuando ambos/a ^ b son negatives « 




\ 



265 



8. Si a K b, a •< 0, b > 0, entonces j < 0 y ^» 

tanto, i ^ ^, por la propiedad tj^ansitiva. 

■t ' ^" " ' . . • ■* 

La relaci.6n i < — no se mantlene si a < 0 y b ?• 0, 

b a . ^. \ 

£sto puede see tambien* refuta<lo inediante un "cosntraejem- 
plo": * • . . \ 

Si a « -2 y b » 2 , entonces 5- " y B" * T * 

Puesto que - i < i, la relaci6n es falsa. ' * • 

9* La propiedad aditiva de la ordenaci6n: Si a, b, x ^ 

numeros reales, y si a > entonces^ a + c > b. + c. , 
Propiedad multipliqativa de la ordenacl6n: Si a, b x <fBo^ ' 
• niSmeros reales^ y si a > b^ entonces ^ 
i * ac > be, si c ^s positivoj 

^ be acj si c ea negative. 

, . ^ \ ' * * . ■ * . 

10* Si a > 0, b >" 0 X entbnees por- la prbpiedad multipli- 

cativa de la ordenacii6n, tenemos * . 

a«a<a*b x a«b<b*b. 



Si a^ < ab . y ab < b^. 



i^^ ( 



. entonces a^ < b^ , por la propiedad transiti^^de la ordenaci£ai. 

8-4.* hks propiedades fundamentales de los numeros reales ; 

Esta secci6|i contiene algunas de las ideas matemfitica^s xo5s .^^ 
importantes de^todo el curso. Hasta ahora hemos dado por supues-- 
to que los niineros reales son objetos ^on lo^ cuales estamos fami- 
liarizadost y inos ^emos ocupado de "descubrir" <y a veces ,demos- 
trar) propiedades aeerca de ellos* En esta secci6n ^r^t amos^ de 
desviar la tnanera de pensar de los estudiantes aeerc^ppre los n<i- 
meros reales de tin* punt o de vista primariamente induetivo a uno 
deductivo . El punto de vista deductive ha side, por s^upuesto, 
predominante en nuestra mente desde el principio y ha tenido una 
gran influencia en nuestro estudio de los numeros reales. De este, 
mode hambs trabajado consistentemeatitje hasta lograr las quince pro- 
piedades fmdamentales mencionadas aqul. Ahora que la lista est^ 
eompleta (al menos para nuestros * fines) , podemos revelar al estu-- 
diante el '^secrete". La idea que debe ponerse de manifiesto aqu£ 
al estudiante esfque pudimo? hab^r empezado con estas propiedad 
considerandolas 5 no como una ^escr ipci6n > sino come una defini«.6n 
del sistema de los n<imeros reales. As! "numero re al^ "suma^% 
"multiplicaci6n" y "relaciSn de ordenaci6n*' se conVierten en 
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t^rminos indef itildos ^ las propiedades fundamentales se convierten 
en axiomas (de m cuerpo or^denado) y todas las dem^s propiedades, 
ccMo consecuencias 4^ los axiomas, se convierten en teorgnas , 
Este es el punto' de vista €uctoin^tico que ya les habitual en la 
matem^tlca mlL^^avanzada^ 

A pesar de ia considerable preparaci6n que ha precedido al 
cambio en el punto de vista indicado aqul, es obvio que la mayo- 
rla de los estudiantes no podrin todavia apreciar por completo 
su signi/ficado, >JJo tenemosj sin embargo, la intenci6n de demos- 
traVlo todo de aqul en adelahte, pero seguiremds, como hasta aho- 
ra, "descubriendo" propiedades y dando ocasionalmente una demos - 
traci6n sencilla* El cambio principal confeiste en nuestra a<:ti- 
tud hacia laa propiedades descubiertas , a saber, que podrian de- 

*mo5trarse^si tuyiSramos ' el tiewpo y la experiencia para hacerlo. 
Los estudlant^s^taSs aprovechados captar^n la idea, f^Scilipiente 

^ esperamos que la maycjrla de los alumnos, al terminar el cursqti 
podrfin pensar de,ductivament;e en el sistetoa de los niimeros realms. 
El cxnrso de geometrla tradicional, tanto como el curso de geome- 
tria del SMSG,*requiere un enfoque ded\jctivo de la gec»netr£a. El 
curso de g^om^trla del SMSG supone tambien que los nimeros reales 
ban' de darse axlom^ticamente* Por lo tanto, el punto de vista 

. deductivo es important e, no s6lo para la matemifit^ca avanzada, si- 
ne tambien *para cur SOS postieriores de la escuela secundaria* 

P^gina 202 , La propiedad fundamental que falta, y que nos permi- 
tirla obtener todo Id necesario acerca d€i los nikaeros reales, se 
llama el akioma de completitud ^ Puede enunciarse de varies modes 
y uno de los xsdks convenient es es el que se basa en el Concepto de 
"extr&no superior" o "cotk superior minima". Antes de" expresarlo, 
definamos primer o lo que se entiende por una "cota superior" de 
un ?:onjunto: 

Sea S un conjuntb de>niSmeros reales, y b un n&aero real 
tal que s b para todo s pe^ teneciente a S, Entonces b 
se llama una "cota superior" de Si no exist e una cota supe- 

rior de S que sea menor que b, entonces b se llama tana cota 
superior minima o extreme superior de S. 

Podemos ahora enunqiar el^ 

Axioms -de conpletitud ^ Si S es cualquier conjunto de nume 
ros reales para el cual hay una cota* superior , entonces exis 
te \an extremo superior* de ^ 



El^axicma de i:oiapletltud se xiecesita^ por ejeatnplo, para de^ 
mdstrar la ©jcist^si^ia de Con otras palabras, no se puede • 

dt^ostraxt usando j^6lo las qiilB^ce propiedades enxmciadas anterior 
mente, que ^iste 12^ nimero real a para el ciial a^ 2« . De 
hecho^ el axiotna de\coaLpletitud se neceslta para demos trar la 
escistencla de cualqi^-^^ numero £rraclonal« Para tma discusl6n 
tods detallada de estas Ideas ^ vease Studies In Mathematics ^ 
Volttme III ^ Capltulo 5* . 



Respuestas a^ los problemas de repaso ^ p^glnas 205^-208: 



1. 


(a) 


/ ^ - 

0,2 y 0.1 








(b) 


(e) 






(c) 


1-31 < 1-71 


(f) 


X + 1 > 0 


2. 


(a) 


Cierto 


(d) 


Falso 




0>) 


Falso 


<e) 


Falso 




(c) 




<f> 

» 


Cierto 


3-" 


(a) 


1 

No equivalent es 


/ (d) 


Equivalent es 




O) 


Equivalentes ^ # 




No equivalent es 




<c)' 


Equivalent es 


(f) 


^ No equivalent es 


4. 


(a) 


Positivo 


'<d) 


Negatlvo 




(b) 


* Positivo 


(e) 


Positivo 




(c) 


-xNegatlvo 


(f) 


Positivo 



5* (^), El conjunto de todos los numeros menores que ('-S)., 

(b) El conjttfito de todos los ntimeros mayores que (*1). 

(c) -El conjunto de todos los niimeros mayores que (-6). 

(d) \ El conj^untS" d©*ibodos * los numeros menores que ^-3) • 

(e) El conjvmto de todos los n\imeros menores que o Iguales 
a 91. 

(f) El conjunto vaclo,' 



- * ' * ft . ■ * 



6. \a) El conj\mto de %pdos los numearos ,mayo||ps que 2. 



(b) iZ) 
V 



(c) El Conjunto de tddos los nikieros. reales negatives. 

El conjunto de'todos los numeros reales, exceptp el cero» 

*(e) El*conjunto de todos los numfSiros no negatives menores 
qu»e'90. 



(f) 0 



7. (a) (2) • 

. (b) (-.1) 
■ (c). t-2} ' 

8. (a) "(|) 
(c) (|3 

4 

9. {&) (-123 
tb) ■ C-3) 

(c) (0) 



(e) El conjtmto de los enteros menores 



^que -2, 



(f) » El con junta de los enteros** mayores 

• ♦ 

(e) (0) 

(d) (0) 

(e) El conjtmto de los ^j^raieros reales. 



*12 



. Si A- es el numero de \midades cuadradas del Area. , ^ 

; 24^< A< 28. s . . ' , 

.Si A es el nnmero de q;nidades cuiadradas derfiresa, . 

>^24 < A < 35. ' ^ 

.Si A es el numero -de unidades cuadradas del ,5reaJ 



25.5i225 <A< 26.5625; 
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(a) Si p es el numero de plantas al comienzo del^^egundo 
aflo, ' ♦ » 

p> |(240) Z |(240|; 



es d^cir,. 180 < p < 200. 



n> (180) (246) > 1 n< (2Q0)(240); ' - 

\es decir,. 43 ,20() < n < 4^,000.. v" 

' - V V — ' • 

, . (b) Si > s es el ntSmero' de seaillas al final del segtindo afio, 

• s >\^180) (23fO) 2: s < (200) (250); 

es decir"! 41,400 < s <' 50,000. 

14^ (a) Si el lado de )3n cxiadrado t;iene " x' pulgadas de lairgo, 
entonces el lado del trifingulo tiene x + 3 .'5, pulgadas 
' de largo^ y 4«:C» 3(x + 3.5) , ' 

La longitud del lado del cuadrado eg 10.5 pulgadas, 

• ■ : \ . ■ 

(b)* Si la velocldad' de la- corriente es x tDirias por h<5ra, 
entonces la y^locidad .del bote ^ fayor de -la ^orriente 
• es X + 10 millas ;^or hora, y 



.X + 10 < 2S5r 



La velooidad de la corriente es mea:ior que o igual a 15 
ndllas pOTf*Tiora, ♦ 

(e) X es /el niitriero de^horas que emplea en ^ trabajo, 

entohces \ • % • 

3 x *<^ 5. 

" tlaria pue^e esperar que el trabajo ire^cupe de 3 a 5 ho- 
^ ^ras>s^ ^ V. > . ^ ^ 

(d) Si * X es el numero de horas que Jaime debe trabajar, 

1/5 X 75. ^ 
Jaiine debe trabajar por menos 50 horas. 



^ * X Cap£t\U.o 8 . / . * 

Sugerenclas paira ex&menes *^ 

1. Determina ios cbnjmitos de validez *de los sdguienfes liltat^ia- 
dos ablert^os y dibuja sus gr^ficas: 

(a) ' (-x) + 5 < (-8) + 1^81 

<b) |x + (-3) > X i M) ^ ^ * - 

] ■ , (c) '(-7) +.(-7) <| + (-f) ^ * 'J 

(d) ^ 37 + (-6r) + 7 > 93C + (-7r) + 8 + (-2r.) * * 

(e) 5n rt- (-3) > 5n + 9 . ^ ' « 

(f) ^^|x*+ (-3)1 > 12 . ♦ . • . • ^ 

.... ^ • ' 

2* Si p, q> t sonlitmeros reales^ y p < icufiles de los 
N s4gulentes enimclados son clertos? . / 

(a) p +*t < q + t, si t > 0 ^ * 

^ . , ^ . * ^ - ^^^^^^ ^ ^^^^ , ^ ^ 

(b) p + t > q + si t ^ 0 

(c) pt . qt , si t > 0 

<d) pt > qt, * si t < 0 • ^ 
^e^ — < — • ■« 

3. Si n es un,ni3merQ no negativo y ^ un n\5mer,o no positi- 
vo, j^ufiles de los siguientes enunciados son ciertos? 

. / (a) x^O^ ^ (d) x^n . " 

\ (b.) n i: X ^ (e) X :^ 0 • ^ ^ 

4« Sabemos que el entmciado "4 •< 7" es cierto* iQu^ enunciados 
ciertos resultan cuando'aiabos niimeros son afectados como 

^ sigue? ^ , ^ . 

^Ja) aumentados en 5 (d) multiplicados' por (-5) 

(b) disminuldois^n 5 (e) multiplicados por 0 

♦ » 

(c) multiplicados por 5 , * 



Escribe tin enxmciado abierto para cada imo de los s±gulente6 
problemas^ Expresa los ccwajuntos de.validez y contesta las 
pregiintas • * ^ ^ * ^ 

(a) Toinis tiene $15 m&s que Guillermo^ Despues que ,Tomlis 
gaste $3 en canidas, los dos muchachos juntos tendrfin 
por lo menos $60./ iCfu^ntb dinero tiene Guillermp? ^ 

(b) si se aflade 13 a un niimero y la suma se multiplica por 2, 
eX prt)dupto es mfis de 76, jCuSl es el num^o? * * 

(c) Toro^s trabaja a raz6n de p d6lares por dla, Despues *de 
trabajar '5 dlas recoge ^u paga y gasta $6, de ella. Si Ijs 
quedan entonces m^s de $20, icuauto ganaba por dla? 

(d) Urf agricultor deScubri6 que por lo menos el 70% de una ^ 
cierta clase de semilJLa se desarrollaba en nuevas plan-*, 
tas. Si tiene 245 plantas, ^cu^nt^s semillas seinbr6? 

^Ctiiiles de los siguientes enunciados son ciertos para todo * a 
y todo b? . » • - 

. '/ . ,. . .... 

(a) Si a + 2 «" b, entonces b < a. ♦ - ' . 

(to 'Si a + (-!3) - b; entonces b < a. * ■ . . = 

^c) Si (a + 5) + (-2) » b + 5, entonces b < a.;' 

(d) . Si a < 4 i " A >• b, entonces a < , 1*, . 

(e) Si a + 2 < 1/2. b + 2 >.?, entonces a ■< b. 

Dados Q * f"* y *n^ En cada parte de este problema, h^ganse 

^ y J H > * V ^ 

tantos enunciados como se puedan acerca de n ^ los numeros 
dados, usanflo el slmbolo , si se sa,be que: 

(a) n < I (b) n < I (c) n < i . 

Un hombre tiene 3 muestras de mineral, cada tma de ellas con^ 
el -mismo vol^en^ La muestra de plomo tiene m^s peso que la 
de'hierro** ia muestra de oro tiene m^s peso que la de.plomo^ 
^Cufil es Itf muestra de mineral tsAs pesada, la de ojro, o la de 
hierroT iQue propiedad de los numeros reales se llustra en 
este caso? . , * > 
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Capltuio 9* 

LA re'sta y la division de numeros enteros ■ 



^ El final djsl Capltuio "8 fye la culmnaci6n de nu^tro estu- 
dio de iQS nikieros reales,' All! describimo's el sistema de los 
nxameros reales como \m 'cdnjunto de ^lementos ("nikieros reales) 
... . para los cuales se dan' doa operacl ones binarias qu^' se supone 

satisfacen \ma listaV de propi^dades fundamenliales (axiomas) . ^ 
Las dos operacionea son la adidi6n o svima, y la multiplicacion. 
As£, toda el iilgebra podrla desarrollai?se sin siquiera menciona^- 
la resta (o sustracci6n) y la divis\6n» /Sin embargo, es conva- 
• niente disponer de dichas opefaciones , aun cuando no sea m^s <ftie 
par comodidad en la escritjjra, Evident'eniente, estas operacioties 
deben definirse directaniente en ^ermi'nos de las operaciones £tm- ' 
/damentales de suma y inultj,plicaci6n. 
^ #Hay dos maneras equivalent es de definir la resta, y ctial« 
quiera d6 ellas podrla utilizarse aqul. .Son: 
(1) a - b = a + (-b) ^ ' 

\ (2) . a - b es la soluci6n de la ecuacion a » b + x. 

'los autores de este libro estogieron la primera'de estas , ,.4^oarque 
se adapta mfis r^pidamente al punto de vista de que la ^esta, es 
una especie de.operaGi6n inversa de la suma ya conocida pari los 
numeros de Waritmetica, y que-^be extenderse a 'todos los niS-^ 
, meros reales. . De ese modo, solo tenemos que identificar Idf^res- 
ta de' la aritmetica con a + (-b) . para justificaa; la definiaiSn 
para todos Ids numeros reales. -Esta'def inici6n tambien se apoya 
en el ti;abajo hecho previamente con el inverso aditivo, qu6 es 
importdnte por si mismo, y encaja muy bien con la repres^aci6n 
de la^suma y la resta en la recta nvimerica. ,V6ase el t^rema 
9~1- en:, el' cual se demuestra que las dos definicipnes^'sorf ^quiva- 

lente^v • " • 

' Hay tatnbien dos maneras de definir la.divisi6n: • 

.•■■/ ■ ■ 

(3) S. = a»i ' , 

; (4) £ .*g -^^ soluci6n de la ecuacion a = bx, b ?t 

. , / • b ' \ 

Ett este caso tambien se escogi6%el primer mitodo por su semejan- 
za con la' def inic£6n« escogida de la resta, y porque destSca el 
inverse multiplicativo.^ Deberla tambien mencionarse que en es- 
tas definiciones las diver sas propiedades de la resta y de la 
/ dlvisi6n surgen ficilmente de las primeras propiedades de la 

svima y la purtiplicaci6ti. ' » 

^ -/ * - * - ' * . ' 

/ * * . * 
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El segundo m^todo* de definir la resta' ^ la divisi6n se*T>asa 
en la "soluci6n de ecuaciones^' . Esto ^tiene alguna Ventajfe cuan** 
do el objetivo efe justifliar extensipnes del sistema numerico al 
exigir que ciertas ectiaciones ^siAples tengan siempre soltaciones. 
Por ejeiqplo, la ecuacion^ « b + x no siempre tiene \a\a soluci6n 
•len enteros positives (atp cjiando a 2, ^ sean 'enteros ppsiti-. 
vos) ^ pejro* siempre tiene una soluci6n ci^do el si&tema se ex- 
tifiodde T)ara incluir 16& enteros negatives. De igual manera, la 
ec\iaci6n a « bx (b 0) no siempre tiene una soluci6i> en ente- 
ros (aun cuando a b sean ^enteros) , pero tiane siempre una^ 
soluci6n cuando el/sist^na se Ixtlepde para incluir Ids numeros 
racionales. En cursos'posterioy-es , la introducci6n de Ips nt5me- 
ros complejos ^jstd motivada por la necesidad de que x^ + a * 0 
(en pattipular, x^ + 1 ^^Q) tenga una soluci6n par§ todo a. * 

Una vez que se ha demos trado 1^ equivalencia de estas/ dos 
Tnaneras-*de definir la resta y la division (V. los teoremas 9^-1, 
9-«4) > quedamos en libertad.de usar la Ms- apropiada p^ra el pro- 
blema que se est^ considerando, Se notarH que nos hemos aprove- 
chado de esta libertad en mucbos sitios* 

Esto se le justifica at estudiantje proponiendole que descri 
ba la r^sta de numeros de la aritmetica en terminos de lo qu^e 
debe afiadirse al mlis pequefio para 6bten€fc el jjiayor, Cuartdo se ^ 
establ^ce que,debemos afiadir el Opuesto del menor, inmediatamen'- 
t,e tomamos^esto como la definicidn de la resta para tado s los 
numeros ^eales* Una mbtivaci6n parecida nos lleva *a la defini- i 
ci6n de *la division. . . * " 

Se encontrar^n referencfas a la yesta.y a 'la divisi6n en K 
Studies in Mathematics . Volume- Iir , pfigijias 3.11 - 3,14, 

9-1. Def inicion d6 *la resta . ^ 

Sui)onemos que el estudiante est^ faTniliarizado en aritmeti- 
ca con el rest^tr b de a averiguando cuHnto debe agr^garse a 
b para obtenef .a. De esto, nuestro conocimienfto sobre ecuacio 
ries equiyalenteg rSpidamente nos lleva a sumar el opuesto de b 
a a, * • 

Esperamps que la exposicion presentada ayucMrH al estudlan- 
te que ha es^ado restando por el sistema de "qui tar" en 'la/tr^n- 
sici6n»a vrn punto de vista aditivo. 

P^Riiia lio '.i-^y ^ 2 - (-5) + (-2) - -7 

5 - (-2) =5+2=7 
- ^ ' (-2) - (-5)= (-2) +5=3 

(-5) - (-2) *.(-5) + 2 - -3 * ■ , , 
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Leemos *'5, 7/ (-2)^* ccmo "cinco menos el opuesto de 2"^ El v 
^^pripier indica resta'; ' eX segiando ^^J^ signifiq:a ^^el o|)uesto 

(Desde luego^ en este caso el segundo pudo tambien leerse 
^Jjegativo 2**» Sin embargo^ si ^ntervi-ehe una variable; el 
!]deberfi leerse ''el 'opuesto de". ^ ^ 

Queremos que nuestros estudiantes* puedan pri^f o al consider 
rar la diferenbia a - b, pensarla .^oino una sutfta ;^a/suma de 
a y (-b) » Esto se justif ica per nue^ra definici6n de la 
resta^ / . * ' 

Sin duda se habr^ notjado gue^no usamos la palabra ''signo*^ 
para lb§ simbolos o ~"+''* * Llegamps a la conclusiSn de que 

^da^ente no necesitamos la palabra , y puesto que su mal uso en 
el pasado ha prqducido considerable incomprensjL6n (en casos ta-* 
les como "al tomar el valor absoluto de xm nlkiB^ro quitfindole su 
signo^O , *pref erimos no usar "signo" como una palabra. 

En ijelaci6n ,iCon esto, debemos mencionar que no escri^pimos 
+5 para represent ar el numero cinco. Los niineros posifivos son 
los numeros de la aritmetica. Por lo tantd, np nec^sitjamps un ^ 
slmbolo nuevo para ellos . J)e modo'que escriBimos 57 +5, y 
el slmbolo lo usamos solamente para ipdicar suma^ 

P^gina 210 ^ El teorema 9*1 detnuestra* que nuestta definici6n de 
la rest a es*consistente' con el punto de ^^ista de *que St -^b es 
el nlinero que suma^o a b nos da a* De ahora en adelante po* 
^Imos adoptar .cualquiera de estos puntos 'de vista « 

Respuestas al Conjunto de problecaas 9-1 J pdginas 211^212: 
1* .-3000 ^ ' * • . ^ 

. 3^ 

4, -1.^62 •■ 

5. -^01 . » » " 

T. 160. ' * . ^ ' * 

8. -2 . 

9. 15 - (-8) - 23 * • 

10. (-25) - (-4) - -21 

11. (-9) - 6 » -15 

12. (-12) - (-17) - 5 

13. -8 - (-5) - 13 
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14, S es im subconjunto' dA R y es , :en ^rj^alidad^ Igual a El 
'conjtintto 3e_los* nufeer^^ es cetxado^resp6cto de la res-- 

^ ta»* E]| corijunto Me loslnijmeros "de la^aritiDdBtica no es* cerjfa- 
, dd respect o de la restal El^nlkiero 3-5 no 6s un nmiero de la 

aritm^tica y B±r9a como ran contra -eVeniplo^ • * 

^ ^ ' 4 ^ •* * . * 

.15* El miembro de 1^ iaqui^erpa ^ ' 

: *^ . I ^ - * * 

a - a.~ a + /(-a) per m d^fifticion de la rjesta 

*por ta propiedad aditiva^ de \os opne^tos, 
aplicar el teprema..S-l; - 
^5 = 25f • * / * 

^ 725 + 25 . " ^ 

y - 750, H-' ^ ^ ' ■ / 



« 6 ^ 
16*, ta> •El estudiante* p.\iede 
" puesto ^ue y - / 

• entonces 



dad despues de haber 



Puede* tambi^n aplicacr-la propiedad aditiva*de la igual- 



usado la defihlci6n de la^esta: 



y*- 725 - 25 • ^ * , 

que e^ equi^al^te a' !» • 

25 72*5 ' - , 
y ^-^^ 750 ^ ■ . 

El conjttnrfo 4e vali^ez es {750} •^ * • 

" , Si no^ se^'ha! hecho ya, se podr^ aprofvechar este momento para 
permitir a los estudiantes /que.omit^n escribir '^ue*es equiyalen- 
"te a'^^ , Sin embargd, debemps derciorarnos , de vez en cuando , que 
los estudiant^s siguen t>enlBando con clari'dad aeerca' de: * ^ 

.^(1) efectuar en atnbos miembros ^de tjn enunciado 's6lp aquellas 
' * operaciones que esten seguros^*de que ban de producir un 

enunciado equiva/Lerite^ o * ^ 

(2) cambiar meramentje el nombre ,de uno u otrp#jniembro del 
enunciado 



(b) {110) 
'(c) r-12} 
(d) i^h) 



(e) (-16.4) 
it) Ci) 



a es 13* 



17. , -3 - 10 = -13; la nhi^a tempera txgra es 13* bajo cero, 

18. 7,23 - 15.50 » -8.2jf; " la ciaenta. de ella muestra \ih debito 
de $3i27. ' ' j ^ ' . - : . 

19. (-80) - (-50) = -3(/ 



20, 14»495, - (-282) " 1A,777; la c\jmbre det Honte Whitney est£ 
■ a 1<^,777 pies sobte la parte mSs baja del Valle de la Mu'er-' 
' , te.* • " . • • * ' ■ ' 

9-2, Pi?Qpiedades de la resta • ' V ^ * . * 

P|g|jMi 2li. La resta no es ni coxwnutativa ni asociativa/ 

Pjtf^ina 213 . La decisi6n d^ ^ue a - b - c signi£icar£ 
■'«a rh (-b) es arbitr^ria. Al jnismo tiempo, vemos que es 

> ittia. decisi6n tftnvenieate. En virtud de ella, podenios considerar 
;1^ €£Kp3r^i6n 6a - 2x + b - 3y como la sxjna de * 6a, -2x, b x ~3y 

Esperamos que I'os estudiantes estarlln mu^ pronto listos para pen- 
! sar en esta ^orma, \ * - ' , * 

Pagina 2 14 ^ . yEj etnplo 3^^ iTas respuestas a lo^tres porques son: 
^ (1)'* I)efinici6n de la resta ' 

V^2) ^-(ab) « <^a)b y -(-a>^ a ^. ^ 
^ (3) Propiedades asociativa y c^^nmutativa de la svka y la 
* propiedad distributiva 

• • * * ^ I - ^ , * ' 

N Pliglna 215 » •La justificaci6n de cacfei xmo' de los pdsos dadds en 
\ la resta ; * 

\ . (6a * 8b + c) - (4a • 2b + 7c) - 

se iiidica a contin\iaci6nr ♦ . * * » 

(1) Definici6n de la resta k ^ ' ^ 

X .(2) --(x + y + z) « (-x) + (-y) + i*'z\ para todos los nma€- 
ros^ reales^ y> z ^ 

(3) * -(-x) « X para ^todos los n&aetos reales x 

y ^ (4) Propiedades asociativa* y coxmutativa* dt la sxjttna ^ 

(5) * -xy « (-x)y = x y x = *l»x para todos los niimeros 

reales Xj y * - . 

(6) Propiedad distributiva * " • 

(7) Stttna de numeros reales* ^ ♦ « 

(8) '(-x)(y) = ^i^y ^para ^dps.nvimer OS reales cualds^uiera 
X e y ^ * ' • ^ ^ W : 

(9) Convenio/de 4^e a - b « c significa a + (-b) + («c) 



Rfespuestas. al Gonjunto de problemas ^ 9"2a ; pdginas 215-216: * 

(a) ' (c) llx^^ ^ ^ ^ 

;*(b) ^8a ' (d) ^5x2 
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2; (a) .7y 



3, (a) -3x + 4y 

(b) * 5a + 3y' 



(c) -8x2 V 

It . I ' 

(d) * -2a2 + 6a 

(c) ' 2a » 

(d) a-i 



4. -4 

5. ^ 



{ 



6. *1 

.(3Tr + 9)- (5rr - 



,9) 




4 

(3j^- + 9X+ ^(5n- - 9>) Deflnici^n de la 

^» -testa ' ^ 

(3»r + 9) + ((-5ir> + ^ El opu^j^to de ima 

sxana es la stnoa de 
los opuestos, 

C3ir+ (-5irT)+(9 + 9) Propledades asjcia- 

tiva y connnjita'KLva 
de la sma 

6Tr"+ (-5)ir)+*('9 + 9) -ab = (-a)b 
h + (-sS) T + (9 + 9) Propiedad distri- 
^ ^ . , butiva * 

(-2) IT + 18 St3in4L de ntiaeros 

reales- 

-2Tr + 18 ^ ' ' ^ »*-ab » (-a) b 



8. *\^+ 10 
9» 2y 

11. 1-oc 

12. 0 

13. a - lib 

14. iVx*^ + X + 15 ^ 

15. -2a + 5b - c *- 

16. llx^ - lOx - 8 

17. ax*^ + i^x + 8 

18. -xy + 3yz - ^xz 

19. lOn + 13p - 13a 
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20. (5x-3y) - (2 + 5x)+\<3y- 2) • . * 

«(5x+(-3y5) + (-(2+5xJ% (3.y + j:r2|) • Def inici^n de la , 
• * ' rests » 

>^x>|. (-^y^ +(^r2)+ (-5x^+(^3y+ (-2^ El opuesto de una 
x suma es la siiraa ^ 

de los opuestos* 

«(5x+'(-5x^ + ^-3y) +3y)+ (-2)+ (-2^ Brppiedades, aso-^ 

ciativa y conmuta- 
. , tiva -de la s\jma 

= 0 + p + ((-2) + f-2j)' Propieda<f aditiva 

de los opuestos 

-4 ' ^ S\JGcna de numeros 



reales 



4 



21, (lla;+ 131) - 7c) - (8a - 5\» - 4c) - 3a + iSb - 3c. 
.22. (-3x + 12) - (-fx? + 5x - 7^= - &c + 19 ^ . 

23. (-98 - 3u) - (38 - + 7u) A -128 - lOu 4t 

24«- Si a > b, entonces * * • ^ , 

a + (-b) ^ b/f, (-b) * Propiedad^diti^Jra de la ordenaci6n 
a - T> >. b + (-b) Definici6n de la rest a . 

* a - b > 0» ^ Propiedad adi^tiva de^ los opuestos 

25|^ Si (a b) es un niSrrtero; positive, entonces ,a > b* 
SL (a - by es un numero negativo, entonces a <^b. 
Si (a - b) es cero, entonces a ^ b. 

• s 

26* *Si a, bj ^ c . son n&neros reales^ y a >w b^ entonces 

a c > D <K * * 

* 

Si a > b/ 

^ V a + (-c)*>b+ (-c) Propitedad aditiva de la ordenaci6n 

a-c>"b-c, Definici6n de la resfca 

R^mtestas al Conlunto de-problCTtas 9 -2b ; pSginas 217-218: 
l/ (a) . 

(c) -27 

(d) -5x 

(e) hx - 12. 






15 - 


lOx"* 


(g) 


~6x - 


- 6 


"(h) 


-6x . 


- 6 


(i) 


ab - 


2a 




xy + 





(a) 
(o) 

(e) 



3a - 6b" +» 3c 
a -V 2b 

8u*^ + f u - 9 



* Ya los estudiantes probablement'e escribirfin s61o lo 
. siguiente: • , • ^ 

' . ^* 3x - 4 = 5 
' . 3x - 9 

X = 3% 

. - 'I 
*E1 conjuntO'de.validez es (33 . , . . 



(f) 2a^ -- ab - b^ • 

(g) " a - 2b +• 5c . ^ 

(h) ■ -6x2 , 

(i) ^-3ab - ac +' .3a 

• * ' '(j) a + 2ab + 6a + b + 6b 



(c) 

(f) 

(g) 
(h) 
(i) 

•. (a) 



(2)- X . 

Todos^los y tales que y > ^^^^ 

Todps lbs u tales que u -i* ' 

. 3 

t lk^ ^ 



9 

Todos los X . » 

Todos los a . 

Todos los jc tales que c > 3, 

'/ * ' - • ' 

iSi el. rect^ngulo.tiene x pulgadas . , 

de largo, ^ntonces tiene x - 5 pul-* 

gadas de ancho , .y 



2x + 2(x - 5) - 38 
4x - 10 = 38.' 
X » 12 




<b) 
(c) 



La longitud es 12 pulgadas. 

El niSmero es 51, ♦ ' 

El maestro i:iene menos de 23 estudiantes* 



4 • 
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•pAetna 217. (-SyCSbc - 5>* <-3) (2x+ (-5^ Definia6n de la resta • 

* (-a) (2x) + (-3) (-5) Propiedad=*distributi,- 
• . va 

— ((-3)<2^x + 15 PropiQdad asociativa v.* 

* , • def inici6n de la multi- 

plicaci6n ' ' 

, . * (-6)x + 15^ Definici6n de^la multi-. 

' ^ .pricaci6n j 

) » = -6x +^5 (-a)(b) = -(ab) 

En forma abrerviada . ' • 

^ * ' (-3) (2x^ - 5) = ^6x + 15 " • . 

* puede parecer que suponemog tana propieda'd distributiva. de la mul- " 
tiplicaci6n respect o de la sustracciSn. Realmente^ ,al pensar en 
2x -, 5 como'la suroa de 2x y(-5), Aisamos todavla la propiedad dis- 
tributive ^e ^ multiplicaci6n respect p de la'-adicidn, y no nece- 

, sitamos extender la, a la sus trace i6n/ . 



.9-3. La resta en t^rmin^s de distancia 

; Introduc^os aqial la relaci6n entre la diferencia de-dos nii- ^ 
mero§ y la distanc^-a entre los ptjntos aisociados en la recta numS- 
rica para de nuefvo utilizar la recta numerica como ayu<3ia para ' 
aclarar nu^stras ideasv ^ ' / 

^Sin embargo, debemos damos cuenta de que (a - b) como pna 
distancia dirigida y | a - b | como una distancia, son conceptos 
muy utiles al tratar de la paadiente y la distancia en geometria 
analltica, - . * . * . 



Respuestas al Con junto de. problemas 9-'3 ; pSginas 219-222: 

♦ * % 

. (d) fls - 61^8 (1) 0 - 7 o-7 ^ *• 

;\ ^ " ^ 10-71-7 

(a) a 5.x (d) |x + 2| (,) ,.o»x 

, b 15 - x.) • (e) -x ^ 1 (h) >k . 01 . Ixi 



o^, ^ ^" ^ ' 
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(a) |9 - 21- \9\^-XM' * ^ 

(c) l9 - (-2)1 > l9l - 1-21 . . ' 

(d) lt-2) - ?r > 1-21 -191 . . ^ 

(e) l(-:9) -2l > 1-9.1 - 12| . ^ 

(f) la -4-9)1 > l2a * U9l^ „ > , 

(g) lC-9) - (-2)r«H-9r'- 1-21 

(h) l(-2) - (-9)1 > l-^l - 1-91 



Del'ejerclcio anterior, esperamos que el ^estudiante infer ir4 
que para dos numeros reales cualesquiera a' ^ , ^> ; 

la - bl ^ laj - |b|' , . - 
' ia-bl ^ jb| - jal , - 

Ja - bl )^ haj .- |b|| ; • . * 




El* enunciado |x +'y| < |xf + ] y| para dos numeros reale^ ciia- 
lesquier'a x e y puede usarse para demostrar los tres entun^ 
' ciados anteriores. ^(V, el problema 7, Conjunto de probl etnas 
8-2b).: * ' A / . • ' 

. Con X a - b ^ 7 = tenemps • _ 

laj ^Ka-b) H- bl|^ |a-.b| + lb| . J( ' 

For la propiedad aditiva de ia ordenaci6n, 

- , ^ laj + (- Ibl) ^ la'-^l , , 

. * |al - |b| ^ la - bl , . . • 

|a - b| ^ jal - Ibf : ^ ^ 

De igvial manera, x^'b-a x y'^'a nbs da el enunciadb 
|b - a| ^ * lbl - lal . ' , • 

Puesto que jb'- al « l-(b - a)l , -HH a. - bl, ' resulta " 

la - bl ^ lb| - |al . . ' • 



Para demos trar el^ t;ercer enuncia/io, n6tese qae 
^\h\ - Ja| » -<|a| - de modo qu^'aliora tienenos 



' Con otras ij^^bras , si ja|/ 1^1. » entonces | a'-. | es^ ma- 
yor q^e d igual al mayor de |.a| - jb| y «u optiesto ' . 
< •(lal r |b|)", y esto. significa que 

. . , , 14-|b- £■ ||aK-^^||..; ■ •; 

*Si j^a|'«_|lp|, entonces |a| -.|b|1 « |0|' .= 0, de>anera que. 

la ultima desigualdad es itambiin cierta en este caso« ^ 

• ' . ■ » • . - - * » . * ■. * ' ■ 

5. "La distaricia '^itre a ^ ^ ,resiQ.ta ser por lo irtKips tan« 
grande como la distancia ^^tr e * ja-ji ^ . I^l * porque a b 
'puedm estar a distintp iado, de 0*, mien,tras que ja |,2 |b | de-* 
, . ^ beti egtar^el mismo lado. * ' • ^ 

6* Los 4os ni5meros x tales qtie distancia ©ntre x y 4 es 
l,son los niSmerof" correspondientes ^ ^ dos pwitos que dis- 
t^in 1 midad de 4i[ ' * 



>4 



r:'.T'1 



■t — I— I — H-H 1 — ♦ — t-^H 1 — k 



^ Avnque este es ..el modo sugerldo de' enfocar este problema^ 
. algmos estudiantes ptieden hacerlo utilizando la defiicLciSn 
de valor absoluto^ 

^ Si .X - 4 > 0, entonces 1 = jx - 4j'.^ x - 4, y asl, x » 5; 
sij X - 4 •< 0, entonces 1 * |x^- 4| = -(x - 4) * -x -h||4, de 

- loj ctial obtenemos x. " 3, * 

7. EV conjunto de valldez del aaunciado |x - 4| < 1 es el'con- 

- junto^3 < X •< 5. ,1 



* En vez de ustir metodos f or<hale§ pfara la st)^uci6n de la ine- 
c\jaci6n, el estudiante se guiaj:^ por la pregtinta: .^Cu&l ea 
el coiijunto^ de' nl5meros x tales que la distancia entire , 
X y 4 sea menor que 1?" Como en el caso del' ejercicio 
. precedejite, e?. estudiante >puede'tratar el problema partiendo 
directameiite de la definicion de valor absolute en vez de 
seguir el enfoque sugerido* * 

Por ejemplo, si x - 4 > 0, entonces |x ^ = x - h\ y " 

X ~ 4 ■< 1 
X ■< 5.- 

Si -x - 4 <*0, enJCipnces |x - 4| = ,-x + 4, y 

• -x + 4 < 1 • » *. 

rx < -3 

8* Todos los X tales que x < 3 6 x > 5. / 
9. ' La grSfica dex>3 y x<5es: 

1^ — I — I— ^ 1 — I 1,1. \j m tm ^^mm — | 1— 

^-1 0 ' I 2 3 4 5 6 

* * * 

Este conjunto es identico al conjunto de validez de |x ,- 4 |<1 



10, (a) Puesto que- |x -.6| representa la distancia. en tre 

6 y X, el envinciado jx - 6) " 8 nos diqe que el 
• ptmto con coordenada x debe estacir "separado 8 unidades 
' ' de 6. Asi, x debe §er 6*+ 8 6' 6 - 8. El conjunto 
de validez es ( -^Z , 14) , ' 

Grdfica: ^ » > > \ » > ' ' I ' i ^ ^ \o ^ \ 

-.5 0 2 4 6 8 10 12 14 



1 



(b) Conjunto cJe Validez ; (4} 



Grafica. ^ I 2^3 4 5 6 7 8 



* (c) . Conjunto de validez: (8^ 12) * 

— h— i — I — I — I — I — I — hr-^i — — I — I — ♦ — 1 — I » 

^/ -4 -3 -2 0 / 2 3 .4 5 4 / P 9 10 II 12 



(d) Cpnjunto de validez:^ Los n\5meros reares x tales que 

-3 < . X <- 3 Z ; • ■ . • ■ * ■ , . * ■ ' . ' 

. • , * .Grfifica:.' -1 i. I Qj t i \ i . i i i 'i ^ * . 

(e) Conjunto de validez: Todos los n<3nieros iceales, ^. 

Grfifica: La recta de los niimeros \reales, | 



<f) lyl - 1^ • . . ^ 
' Conj\mto de yalidez: ^1^ 1) 

> GrSfica: . ' . 



t— ) — F — i — I — # — I — •—I — I — I — I — + — K — H 



■(g) Cohjtinto de validei: Los nl5meros reales y tales que 



4 ■< y < 12. 



Gr^fica: 1-t. i — I — h-h — cp--* 



A '2 



(h) ' |2| = -6 . . 

Conjimto de validez: El conjxmto vacfo 0. 

(i) Conjimto de validez: {-22, -16} "- 

- Gr^fica: 



■ ♦ I ' 1 I J ♦ r I I I I l' I M I I 11 I I I 1 I i I I 
-22 ^ , -16 . 0 

(j) ' |y + 5| = |y-(.5)|-= 9', 

Con junto de validez: {*-14, 4} 



Gr^fica: ^ 

1 \—i 1 1— I C^— I 1 1 1 1— H 1 1 1 1 • »• ^ • 

-i4 0 4 <i 



393 
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at* 



J Vil. eQnsid$rese a |?c| coma la 4^st^<jta^^en la tespta nmSrica eaa- ^ 



3 
3 



3,' ' *x- ' >3 V ■ '. V\ < • 

< 3 , .'Uinguno jv. ' - 

WlK 3,,-^x < -3 6. X >• 3 

■ • «3 ; . V ' < -3 6 X > ,3 - 

3.»/ X < 1-3' ;' -6 'X* > 3 , 
• 4:. /3 a .''niagimo ^ . 



.' ''*12, Bixvdsi&amos qip^X^ el" est e de la 



4 



-•->'.. ^ * 

(b)(1) 

(2) 

(3) 

(o) (1) 
(2) 

(3) 

(d) (1) 
(2) 
(3) 



en la re.ota i;ai^ 



(3)(10) « 30 
^(1-|)(10) « 15 

(^)(10)^.-J^ 

5 + 3(10) » 
5 + .30 - 35 

5 + (li)(10) - 

5 + 15 - 20 

5 + (^){io) - 

, 5^f -f 
(3) (10) - 30 

X1-|)(10) -15 ' 



(i)(io) - f 



ia recta num6rj,ca 



(3) (-10) . 
(l|)(-10) 

(•|)(-io) . 



-30 

. -15 

10 



.(3) (-120 - -36 
(l|)(-12^ - -3.8 

(|X(-12)-.f 

-6 + 3(12) - 
-6'+ 36 - 30 

-6 + (l|)(12) - 

^6 'f 18 - 12 

-6+(|)(l2) 

(a|)(-l2) - ^ 

(^)(-12) » -33 
(lj)(-12)*- 

>J)(-12) - -15 
(^-|)(.12)- 

(:|)(-?i2) - -1 

-6 3(-12) - -1*2 
-6 t (l|)(-12)- -24 
-6 + (^) (-12) « -f 



Xa - , 
difeAncia 



Distancik entr* 
ellos; en .naiUas 



l30-(-36)| m 66 
1 15- (-18) I » .33 



,10 / 12m 



22 
T 



135 - 30 1 « 5 
|20 - 12l - 8 

1^ - .(-2)1 - 
If ^ll'-f 
1 30- (-33)1 » 63 

ll5-(-15)l - 30 



J-f -(-1)1 

#TX1 

|(-30)-(-42)l - 

l(.15).(-2Jt)l - 
•|(-l^).(-f )| . 



12 



^^6 

33 

22 
T 



fi 



63 



30' 



13 



12 

9 

Si 
3 
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.9-4. lA, divlsi6n ^ ' / . . - *^ ' ■ 



VSanse Xas notas al.jcomie^o de este capltulo sobre *la defl- 
nicldn eleglda para lit divisi6n* * 

^ ^ , ^ ~ ^ . , ^ ~ . ' : . / 

H^gina* 222^, Se notara que somos cada vez njSs tplerantes acerca 

dpli uso de las palabras** . Nos peOTiitiremos la libertad de usar . 
"numeijador" indistintamerfte para el mamefritl superior* de una frac** 
iiCi6n^o para* el numgro que ese numeral representie* Esta es la^ 
manera de psar las palab^as^ ccrauamaiafite/^ matem^ticli^, Jr, por^ ! 
tanto>' debemoa einpezar a ;j&aiQillarlaarnds con ello» Eil lajtnayorfa; 
de^los'*casos*no hay cjcjafusi6n# Ctaandp sea necesario,. po^emos 
volyer al significado original preciso^^ y debido a .esfeo, d^Lemos 
tamer el cuida^o de estabiecer el significado preciso antjes de 
qua empecemos a hacer concesloues, y ademfis recordar ese signifi*- 
cado de vez en c\iando« * ' 

Aunqtte se encuentre que algunos estudiajites Kan aprendido 
^ antes punt OS de vista de la divisi6n dLstintos de "^^^^ niSmer'o^ 
multiplicado por 2 da 10?",, no de]5er4 ser diflcil conj/encerlos . 
con ejemplos de quja nuestra definici6n para los numeros reales 
^stfi en armonia. con su experiencia en aritmetica* 

Respue^tas - al^ Con junto de problemajs 9^ 4 a ; pligina 223: 



1. 


15 


• 7. 


k 


'2. 


1 


8. 


" 20 


3« 
4. 


2500 
6 


v 

10. 


is 


5. 


-56 


^ 11* 




6. 


-6 


'l&. 


X 

y 



P^gina 223 ^^ Puede ser util recordax esta relacion entre la divi- 
sion y la multiplicaci6n sacada de la experiencia anterior de los 
estudiantes, si se les pregunta lo que ban aprendido para compro- 
bar la divisi6n^> Este es tan ejernplo del uso de la parte **abola- 
♦ mente si" del teorema S'-A; esto es, para bf^O, si a«cb, 

entonces 5. « c, ^ ^ * 

• b 



I' 
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Ea este tedf ema el ique muest^^ la eqfuivalencik entr nuestra 
; . ^defiiajii6n de la divisidn « a^p . la (^tra definiQidn corri- ^ ^ 
: ;d^te . ^ es c . que a « f b) • » ^ 

; Pligina 224 ;> Hano^tratado de hacer \xna indtcaci6n sobre la mane- 
* ra jde saber por d6nd€f empieza una detnostraci6n de esta clase« 
\ * Se'debe tratar de aprovechar oportunidades para hac^ esas indi*-^ 
Q^iciones a los estudiantes siempre que sea posible, ^No hay, por 
//s^upuesto, xma pauta simple para todas demos tract ones, y n6 
/'/ esperamos Kacet; expert os dmostra^ores a estudiantes de noyeno^ 
"// grado^ Pero^^sin embargo, s6lo mediant e el trato coh muchos. y \ ; 
diversos tipos de demostraqiones es como puede desarrollar esa 
compi:ensi6n y habilidad* , * % / * 

^LIis ra2 ones para los pas os que se d£^n en la demosl:raci6n del 
teorema 9-4 son las siguientes: . v 

Primera parte: (1) Definici6n de la divisi6n. 

(2) Propiedad multiplicativa de la igualdad ! 

(3) Propiedad asociativa de la multiplicaci6p \ . 
^ (4) /Propiedad multiplicativa d^ los, rac£procos 

(5) Proi^ledad multiplicativa del 1 

Segunda parte': (1) Propiedad multiplicativa de la igualdad 

(2) Propiedad asoqiativa de la multiplicaci6n 

'V (^) Propiedad multiplicativa de los recfprocos 

(4) Propiedad-nnultiplicativa del 1 
(5X Def inici6n de la divisi6n 



r 



Respuestas al Coniunto de problemas 9-4b ; pSginas 225--228: 
1, Demostrar: f""*^ * *, * 

Demos traci6n : ' a^-'aCl) Propiedad mvuLtiplicativa del 1 
' a ^ Teoyema 9-4*con^ c = a, b 1 

Se notarS que la demostraci6n anterior* empieza con un enun- 
ciado cierto y que un^ enunciado ^j&quivalente se ha pbtenido 
aplicando un teoreiua del tipo ^*si y solamente si^'* 
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Demaetrar : 



5: - 1 
a 



. Demos traQl6n: a * 
V / a « <l)a 



& « 1 
a 



Propiedad multiplicativa del 1 
Propiedsd coimutativa de^ l-a imilti- 
plioaci6n • ^. ' 

"Teorema 9^4 con c 1, b a 



(a) -12^0, (-ia50)(-2) «.2500 
-9, (-5) (5) - -^5^ 

(75) (3) « 3:!Vf 
'5, (5)(7p) - .35P 
Sir, (3Tr)(3)« » 

- f . (- f)(3) - - I . 
^36, (36) (|) » 

.f, .(f)(- J) .-I ' 

1, (l)(-976) - ^976 
^ 6, (0)(48) - 0 



(b) 
(c) 
(d) 

.(e) 
(f) 
(8) 

(h) 

(1) 

(3) 
(k) 
(J?) 
(»)• 
(n) 
(o) 
(P) 



(^)(2^) 



360 

. -5a, (-5a)(-.3) »l5a 
-140 , (-i40).(O.l) -14 



-m, (-m)(-93) 



7, (7)(2.^/2)^ 1?^ 



( 



■ V 



4 



Si suponemos/que la definici6n de la .divil^i6n es vilida cuan- 
do b 



0^ entonces ^ ^ 

. . 0 



28^1, Pero el cero no tiene recl- 
28 

proco'i Podanps' tambiSn considerar a^ desde el pianto de 

vista del teorena 9-4 j Suponiendo que el teorema es v^lido 

c, entonces 28 ^« c«0» * Pero c*0 



^ cuando b « O. 



Si ^ 

' 0 



es C]pro y no puede ser tm nombre para 28, 



' Un nii^^yd^ positiyo dividido ppr \mo negativo es xiegatiVo, 

Po4©toos, ver esto refiri&idCnos a la, def inici,6tt de la divisi6n 
-pa!ra a> 0 * y b < 0^ . \ / * ^ ^ 

. . ^ ^ « a(l) ^. ' 



1 



Si b < 0, entorices ^ < 0, poif teorema d^l Caplturo 7 que 
> dice:*/^'El reclprocb ^de tm numero negativo es negativo" ♦ As^ 
a(^) es el product o de im^uumero pos^t*ivo y uno negativo, y, 

por tanto, es negativo. ^ , . * • 

Con ifazonancLento parecido podemos decirr Un n^ero negd^ivo 

'dividi^o por vaxo poaitivo as negatiivo^ y . uri n^ero negative 

diyidroo por un numero negativo. es posit ivo» . 

' ; - ' ^ ^ ^" ^ ~ 

(a*> Sa debe ^yudar a los estudiantes a ver que los conjuntos 

de validez de estos entjnciados pueden hallar^e de varies 

modos • * . . 



(1) Pueden aplicar el tebrema 9*4* 

Si 6y ^42, entont^es y * • ' ^ . 

6. 

• * ' - " * >. ^- 

(2) l>ueden obtener tm'enunciado equivalent© utilizando 
la propiedad multiplicativa de la iguald^ 



^ 6y ='42 

y - T-42 
y - 7 ' 

El conjunto de validez es [ 7 }, 

C-7)' - ^ -(h) (100) 

(c) {»7) • (i) C75) 

(d) [73 (J)*. {12} 

(e) ij) (k) CO) 

. " ; * f|). 



7. (a) 5a - 8 - -53 . (o) * CS) 

5a - Us . 



(d) (28) 
i^) (18) 

"El corviitftnto de vaXidez es (-9)« 
(b) (16) \ 

8» Si es el ntunero, entonces * » 

* ^ , * ! 

^ ' 6n - 5 - -3 7 , 

. . ; 6n - -32 , 

; - 32.5*. 16 . 

T .3 

» 

For lo tanto, el nxSmero es *^^« - 



9, SI . s es el numero, enConces* ' 
32 + '|8 - 38 ,/ 

Por lo -tanto, el niSmerq es 9*, 
10^ libras de azucar se nece^itan pa3;a 35 l^izcochos* / 
111 El rect^ngulo tiene 9 pulgadad de ancho. • ' . 

12; Ricardo tiene 7 aiios y Juan tiene '21.- , 

, ' ■» ... . . . * 

, 13. 22, 24 • . . 

14, La svttda de dos numeros cox^Secutivos <:ualesqui,era del conjun- 
to de los enterbs impares .entre el - 0 y ei -42 satisface 
a las condiciones del problema, " * , 
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15, Si'el precio era p d6lares antes de la ve^ita, 

• • ' : ■ .. V • ' ■ • 

^ / p - •20p « 30 ^ * , ^ 

• Poir lo taijto, el prtfcio original ^ra $fK50^ 

^1 . . < 

16 • It Jtioras • 

17* ^1 niimero es 9, " 

••,18, Sea s, el ntkiero de^sellos de comprados. Si se le 

carg6^ la cantidad correcta, aitonces s debe ser exiteko 
\ no negativo, y . 

!,^(.03) + .04s « 1.80 
A5 + .04s « 1.80 , 
.04s ^ 1.35 , 
is = 135 

A 



Puesto que 33^ no es nn entero,'se le carg6 una cantidad 
• err6nea, *^ 

19^' Xiene 12 centavos, 16 mone<^s_ jie^jdiez centavos^ 22 monedas 
"de cinco centavos* Tiene^$2V82; 

20, Jixan tiene $25. 

21, 20 miilas por hora " , . ^ 

22, 35,36 y 37 . . : • . ' 

Se notarS que en este caso se pueden representar los tres 
enteros por 'i, i+1, i+2, Otra manera un poco m^s sen- 
cilla, sin embargo, esi*l,i,i+l. 
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.23, S£ n es el primer etxt er 6* positive , entonces 

n + 1 es el entero que le siguCj^y ^ , 
. ' n + (n + 1) < 25 ' ' 

• 2n + 1 < 25 ' ^ 

. 2n <»24 . 

♦ • n .< 12, 

Por lo^tanto, los* enteros son (1, 2), (2, 3)^ (Hj 12)* 

*2i. Si X es el numero de galones de jarafbe de meple^^ entonces. 
• 160 - X es el n<imet'0,de galones de jarabe de mafa, y 

' \ ^ S^'+J^A ^160. - X) 608^ \ • ^ . « 

La mezcla consiste &a 40 galones de jarabe de mepl^e y 120, 
galones de jarabe de ina£z^ 



25^ Si r > 0 y b ^ entonces ab > 0»» 

b^ » 

a 



Demiostraci6nv ^ > 0 ^y b 0 es cierto por hip6tesis^ 

S. p donde p > 0* Sea p el nombre del ^ 

Msmo ntimero que Sl^ 

a pU , Teorema 9-4 

ab pb Propiedad multiplicativa de 

s ^ la igijaldad 

b2 > 0 ' ^ Teorema ^3b i ^ 

pb2> 0 El producto de dos niSmeros 

^ . * ^ positives es* positivo^ ^ 

^ ab > 0 ab y pb^ ^son nomfires pa- 

ra xin mi§mo n^ero^ 

a ! 
Si,^<0 *y b 0, entonees ab < Ow- 

I^eniostraci,6n: f ^0 y ^, 0 ' es cierto por hip6tesis^ 

« n doiicde n < 0^ Sea. n el nombre del 
1> , mismo numero que ^» 

" bn Teorema 9-4 

ab « b*-n ^ ' Propiedad multiplicativa de 

• la igioaldad 

' ^ b^ >. 0 . Teorema 8-3b^ 

b^n< 0 El producto de un nlkiero po* 

sitivo y un n^imero^»negativo 
^ es negativo* 

< 0 ab X ^oti nombres para 

mismo numero. 



9~5» Nombres corrientes ^• 

* ^ En esta secci6n y la pr6xima nos Interesan ctatro convenios^ 

coariSnmente aceptados acerca del nmeral taSs sencillo para \ai nd- 

mero: • . ' . * 

H 

(1) No deben quedai; operaciones indicadas que puedan ef ec- 
tuatse. ' » " . " . ' ' . 

(2) Si liay. ma div3:5i6n indicada , los numeros cuya di,visi6n 
estfi .indicada no deben tener f^ctor^comfin. , 

(3) Preferimos escribir - S^'a 'rS; 6 J.« 

^ * • ' ^. , 

(4) Siompre es posible evitar mds de una divisi6n indicada • 

De este modo, para* ilustrar el primer con\jenio podemos decfr 

que ^ no es tan sencillo como "5";^— 5 — no es tan senci- 

"5" "3 •5'" "15" 
lie como ; ~y no es tan sencillo como j ; . pero 

^ ^ no se puede simplificar m^s. De la misma manera, para el. 

T * "iv ' "2" " 2^4'! 

segundo cpirvenio, 21 no es tan sencillo como , 3 " y ^x^+^a 

no es tan sencillo como ^ • SWlific^ciones de esta clase de- 
p^den del teorema 9-5, del teorema f » 1 pa^a a ^ O/y de la 

: f 

prppiedad del 1* ^ ^ i • 

VSiRlnsc 228 ^ Las razonas que just i^ican los pasos en la demostra- 
ci6i{\del teorema 9^5 son: » x • 

(ly Definici6n de la di^jisi6n 

(2) Propiedades asociatlva y cgnrautativa de la imiltiplica- 
ci6n * ^ 

(3) Teorema 7-8d ' ' 

(4) Definici6n de la divisi6n 



\ 



'Respuestas al Coniimto 4e jSroblemas 9-5 ; pdginas 230-231: 
.1^ Si a 2 ^ ^^^^^ ^^^^s , * 5* 0 ^ entonces « £ 



Demcsstfacian: 




-a <! 



-a 1^ a a'jfe 0 

b -1 ^ b. f a . I 

<- \ 

Teoramia 9-. 



-a 
b 



es ^cierto, p^r la* proi^^^dad 



a.l 



(b) (-1) 



Tamblen, 



2- (a) ^ 

3. (a) 

4. (a) I 

5. (a) y 

6. . (a) 2 

7. (a)S^ 

8. (a) 2 -a 

10. (a) 6ab 
IJr. i(a) X - 1 
12. (a) - ^ . 



-b 



-a 

b. 

-a 

b 



(rl)a - -a 



-a ^> (-a)<j^) es tierto por lVdefinici6n de 



divisi6ii. 
(-a)(b) = -(ab) 



. b " 

b) -n 
^) I 

b) -2 
2x - 



- T" Definici6ii de la divisi6n 



2y^- < 
b) a - 2 



b) 



2t - 1 



b) "2a' 



(c 

(o 

(c 

(c 
(c 

(O 

(c 
<c 

(c 



b) 

1 - 3? ^ 

My - 2 - eoc 



-A 

3 

1 

n 

3 

X + 1 
-2 



(d) ' 1 
(d) -2 



^ I'i^ (d) X + 2 



-a 

t - 2.1. 



(d) -1 



b 

iix - 1) 



(d)-l^ 




X - 1 
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2^6 ' • ' -"K * N ^ 

^-6» Fraceiones ' * ' . 



El pimto-principal dfe esta secci6n es desarrollar ,1a "habili- 
dad' en simpliflcfx oma ^CTpresi6^^ GX)tivirti4naola en otra que cqti- J* 



una division ^indigiil*^ E^o significa gsencial- 
mos^iaprendlendo a imil^ divldir y sumar * 



tenga a lo mds 

metxte que estamos^ iapreridlendo 
fracciflf£es^» 

vPggina°^32 » Una vez mfis esta&os aminoraiido nuqs?!?:© rigor en* el ^^j-- 
5" ^ . - • ' . ■ V , * 

• tisb de las palabras, Ros permitimps tisar "£racci6n" indistinta- 

'mente para el slAbolo o el numero, ^lun ci^ando h^blando correcta- . , 

• mente, signif^^ca el slmbt)lo,^ A^si, en el pSirrafo precedent©, un 
enuiiciado^reciso hubiera di'cho "multipllcar, dividir y.sumar nii- ; Vl 
meros representados por fraceiones". ^ ' . 

Ahora que hemos empezado a amlnorar\nuestra* precis i6n en el 
lenguaje, sin mfis comentarlo nos consideraremos m libertad de 

usar el lenguaje convenient e au& cuando se viole.laf preci§i6n 4^1 ^ 

- , ** . ' * " . , ^ ^ — ■ 

lengviaj^ sobre tifimeros y numerales, tnientras estemos seguros de 

que el significado rigxiroso ser£ entendidd^ - 

Mencionamos la palabra "razdn" como parte del lenguaj e en 
ciertas aplicacione^ , Hay unos pocos probl^as que usan* "ra26n" 
en las siguientgs p^ginas, €e podr5 mencionar a los estudiantes *. * : 

que una ecuaci6n tal come ^ 19 * ^^^^^'tlp^^ dos razo- 

nes, a menudo se llama \ina "proporei6n" , Parece indeseable ahora 
divagar extensamente" acerca de las palabras "ta26n"iy "propor- 
ci6n"5 puesto qu^ precisamente es solo una m^ra cues*ti6n 'de nom- 
bres especiales para conceptos farailiares. * 



ERIC 



9. ■ ^ 3' 



f 



Respuestas al Coniunto 4e 'probleanas 9 -6a ; pdginas 233-234; 

• I. - (a)^ ' (b) / (,j ■ 

./3. u w fb) i^) f ■ 

5. (a). ^ ,(b) 4 ' \ (0 J W - 

■ ,6.* (a) ;5 (b) , .f ■ ■ (c) ^ ,^ 

7. (a)-|a3 (b) W (oi ^ (d) ^ 

■ 8- (a) ^ . (b) |(x + 2) (o) |(x + g) ■ g, 
9. (a) '"^- ^Ifnt P) . , (,) i ■ 

Id. (a) js" (b) aa. ' ' 



11., Cada n^ero racional^ puede estar repays entado por una frac 

ci6n. No toda fracci6n representa \xn n<5mero racional* Jt 

3 

. esvutxa fracci^n, pero no es im niSmero racional. 
12, » Si hay f proffesores, . . 

■ ' " • ' ^ f ' 
^ 1157 " 19 

• •. f » 126 

^ Hay 126 prof ^§ores, 
13^^ Si el otro ft>ndo recibi6 x dSlares , ^ . 

■ . • 2 Q ."■■* . • • 

\ 3 • * 

X « 258 - . 

Et otro fondo, recibi6 $258, 



P^glna 234 , El niantaro de pasos que efectuar^^ el estiiaiante al ^ 
escrfbir su trabajo sobre suma de fracciones variar^ de estudian- 
te a estudiante y de isna vez ai otra par^ el tnismo estudiante. ^ 
bentrp de poco, la mayor parte de los estudiantes podtriij* escribir 

'^ + 5 3*5 5 3 " 15 , . , 

Deb3n estimularse a los estudianlres a c^ue continuen presentando, 

/ 5^ 3 ' . , ' 

la mult:lplicaci6n por 1 en la forma "5 »" 3* » 

Respuestas al Gonixmto de problemas g^Sb ; p^gi-nas 235-237: 

ir^'^~ ~ wi -^ . (»)■ i ' 



2.^• (a)' 

a; (a) f 




(b) 


13. 

2a 


(0) !^ 


Ma) 




_2 




> 




- 2) 


/*^ 20 - a 
(b) 


20a - 1 
(c) ^ . 

, N 2x + 8 
(c) . 


< 


7, Si a, b, 2 c son ntamerps reales, c ^ 0, 


enjtonces 


i§L + !k « 
c c 


a + b 
c 








El mietnbro de la izquierda 






a 
c 


+ b BS 

c • 


a.i +- b.i 

c c 


Definici6n de la divisi6n 



(a + b)i Propiedad, distributiva 

a DefiniciSn de la divisi6n 



8, Si a, "!>» X ^ son niSmeros reales, c 5^ 0 .i d ^ 0, entoxices 

/ " a + b ^.-adjrbc. ■ ■.• • ^- ■ „ . ; 

c a CO . * 

El miottbro de la is^uierda es ' * 
aa^b-,a da.fe c 



« + 



» M + ^ * a.c ^ ac 

cd de b d bd. . ' ' 

- * % * 

^ ad + be Propiedad conmut^tiva de la 

• multiplicacidn y el problema 7 

Seria indeseable para el e'studiante memorizar este resultado > 
y \jsarlo. eomo una f6rimla. ^e presenta aqxd en \m problema 
como algo interesante para demos trar, Al simpliflcar smnas 
de fracciones, los estiidiantes deben continuar usando la 
propledad del 1 pard hacer dguales los denorainadores , * 
' '. » " / 

9. "Sugerimos aqul mediante ixtx ejemplo el procedimiento de * . 

"despejar fracciones" al empezar a resolver una ecuaci6n que 
contenga fracciones, Auflque no insistimos en que el estudii^n* 
te emplee este ini^todo,^ esi^eramos que con la ayuda del maestro 
\se darfi cuenta de la eficiencia de "despejar fracciones?', y 
aprcSnderS a utilizar efectivamente este metodo, 

ft 

> (a) (12) . (f) . (^} • . 

(b) t 2} . ^ 

(c) ' (2} f5, -5) 

(d) Cl8i (h) i<x<5. " • 

(e) {20) • 



10. Si tino de los numeros es ' n, el otro n^ero es |n, y 

* 5 -» 

5r) + 3n - 1200 ' 
' ,8n » 1200 . 

' . n - 150 > 



;30a 



0 tambiln; . 
' si un n^ero es n, el otro xiOimerp es. 240-n, y 

^ 720 . ' 

n - 90 \ 
240hi » 150 • ^ , 

Los nimeros son 150 y 90* 

^ ^11* El Bimcrador se ament6 en 5* : ^ ^ 1 \ * 

^« 12* XL i^tfeier^-^s^NMSt, \ * f ^ 

is. Jose tiene 12 at^bfi y su padre 36« * . . 

» 14, Los dos ,n\m€ros 4^ 5 y 2*^ La straa de sus reblprocos es — !• 

La diferencia de sus recxprocos es ~* / 

10 S 

15. L^ razfin es ^ ^ . 

,16/ (a) Jose pixiKaQrIl y de la casa en vag^ dia, PintarS d*y ^ 7 ^ 
de la casa en d 'd£as« 

1 d 

(b) Roberto pintar5 -r- de la casa en vm dla y ~ en d dlas • 

o o 

' , 1 1 

(c) Roberto y Jose pintar^n~ J + de la casa en un dla 

y 4 + # en d d£as. . , ' 

(d) La parte de la casa que pint 6 Jose mils la parte de la 

casa que pint6 Roberto equivalen a la casa completa« d 

repre'senta el numero de dlas que emplearqn JosS'y Roberto 

juntos para pintat" la casa y es igual a ~ 6 dlas. 

15 15 

(e) Jose y Roberto juntos pintar^n i + i 5 15. de la casa 

7 8 5jS 

en 1 dla* 

*17, Si X es el niinero de juegos que el equipo^'de belsbol debe 
ganar, entonces 



M+S > 0.6 

154 



X > ^44,4 

ERIC ^-O^^ .V 



c 



Pues^^ que x debe s er un ent ero , el > equ'ipo kebf gAnar por 
lo memos 45 de los 54 juegos rest;antes panca tentflnar con 
ma puntuaci6n de por Ip ifienos ',600.s ^ 
i,a ptaatuacidh m^ls alta que p|uede obtener es ^ ^ 



48 +'54 « ^662 
154> 

La puntuaci6n mSs baja que pue<|^obtener es 

. 48 •¥ j,^ 

154 



PitRina 238 . Se dan tres\etodos para, simplificar' fracciones. 
Cada metodo tiene sus ventajas para.ciettos tipos de problemas, 
Debe esltimularse, al estudiante a usar su propio criteuio ^para 
elegir el metodo' aproplado. Por gjemplo, cuando hay una fraccifin* 
sencilia en el numerador y en el denqpiinador, el metodo 3 es gene 
raiment e muy simple, Cuando hay una siraia de f racciones en ambos , 
numerador y denominador, 'el metddo 1 es el mejor. De este modo, 
en el Conjunto de probl^s 9-6c podrla suceder que el estudiante 
utilizara el metodo 1 en los problemas 4, 5, 6, 7, 8, 12; el mS- 
todo 2 6 ej, 3 en los problemas 1, 2,. 3, 9, 11. 

Respuestas al Conlunto de problemas 9"6c ; ^pSgina 239: 







7./ 


2* 2a^ 




8. 
9- 


4. .1 




Ip. 


5* IT. 










12. 



a 1 
2U - 1) 



(a - b) 

J g L 



2 1 . 



> ResPuesta8 a los ProbletnaA de repaso * 

(b)^ 'Este no es \m nibiero, ptiesto que ^ no es 'un nlSmero,' : 
<c) 0 ^ 

(d) Est e no es un ^^ero; si lo fjiera^ podridmos expresar el 

^ ^ 1 11 • 

nimero por ^.perp ^ no'es tin n&iero* 

(e) 0 \ . 

(£) ^Este no es tin nikiero, puesto que 5 + 0 significa^ * 

^'h ' ^0^ ^ nl5mero« ' 

(g) Este no es un n&aero, puesto que ^ no es un nikiero. 



(h) -36 

(i) 3 



2. (a) (5-r5)'-7»<) ^ (a) (7^6) .2 « 

(t)) 5 - (5-7) » -30 (e) 3.(2 - 2)^5 - 0 

f, (c) 7 - (6 - 2) « 3 if) (3,2 . 2)-5 « 20 



3. (a) (-1)2 « Hi2){5) « -39 

(b) (6)2 , 4(5) (-3) - 96 ' 

(c) (-3)2 . 4(1) (-2) « 17 

(d) (2)^- 4(1654) (0) « 4 

(e) (0)^ - %)(-5).« 100 



. 7 ■ . * 7 a. «; 3<T> + 5 3(f) + 5 

4, JL puesto que si x es JL , JX 't- b _ _ ^ ' m 

2 . 2 * ^77^ 0 



(a)" -6jc - .3 (d) -.33c + 2y ' • • 

<b) aV - ab^ ' (e) 5a^ + lOab 1 jL5ac 

•(g) (2x - 3y)(x + 4y) « 2x(x + 4y) - 3y(x + J^y) 
, . ' = 2x • + 8xy - 3xy - I2y^ 

; - 2x^ + S3cy - 12y^ 

(h) (2a - 3b) (2a - 3b) *2a(2a - 3b) - 3b(2a - 3b) 

•* > « 4a^ - 6ab «- 6ab + Qb^ 
" - 4a^ ri'aab + ^b^ 



6. '(a) Para todos los a tales que a ■< 7, 

^ (b) ['ih 

(c) Para todos los m tales que m > 
■ (d) Para todos los x tales q^e x < 9. ^ 

(e) (12) ' ' 

(f) Para todos los x tales que x > 2 6 x i -2^ 

>, " 

7, Si el niimero es n, entonces 

^ + ^ <. n - 25, 

2n + n < 8n - 200^ 
200 < 5n 
^ 40 < n . 

Pbr tantd, el niSmero es mayor que 40. 
4 ^ X X . X X 4 ^ x' 



321 > 



- ■ ■'■3:04 ; . ■„ ,.. : * . • ^ ■ . • 

^ - ■ , ' , ■ ■ ■ . ' »■ , • ■ 

■ ■ ■ ' ■ » ■ ' »■ •■ ^ ■ . 

- ■ - , • ■ - . . h *■■■ 

. . AO ' ''^^ 40 • • 

' • 15 18^ 3 ''-Q' " '• • ' • 

-40 ^ 40 . ». P^r.taiito, f es <4erto. 

, 20 3 60 15 4 60 

H * P03^ tanto, |- < es cierto. • 

Entonces, por la propiedad transitive, |. < I5 ' es cierto. 

" • > . . . ■ ' - ... ■ ' 

. *1'0, Si" la priy|iera camisa x d6lares, entonces 

. ' ' ' ac - .2'5x - 3*75, . * ^ 

\ ^ ^ ;^5x » 3.7^, ^ 

■ . X = 5, 



Por lo. tanto,* la primera camisa cost6 $5.00, Puesto que la 
, vendi6. por $3,75, perdi6 $1.25.', - ' . 

^i la segiinda candsa 'cosl?6 'y d6lares, entonces"* 

y + .25y « 3,75,^ 
'* ' 1.25y - 3,75, - • • " 

Por lo tanto, la segunda camisa cost6 $3.00. Crano la*vendi6 
por $3.75, gan6 $0,75. \ 

Ahora bien, (-1.25) + .75 = -:5q. \ ' ' 
Dte este modo, perdi6 $0,50 en las dos y^tas. 

11. - X - i(y -b) 

12, El. costo del afio .pasado fue d d^lares por docena. 

El costo de este aflb es d d6lares + c centavos por doc e 
na. , 

1 docena costarfi d d6lares + c cen tavos 

2 *, - , ^ —2 ~ 

= *vw« T r centavos. ' 
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13,~"(a) (x - l)(x + 2) » 0 

■ - i., ■ , ■ ~ • 

- • es equivaX^ente a 

X - 1 - 0 6 X + 2 -^ 0 , 

que es eqxiivalente a- , , 

X' » 16 X » -2, 

El conjunto de validez es {1, -2}. 

(b) . {-5, -7)" . • • 

<c) KO, 2} . • 

/(d) Ci. 2} \ ' 



(e) 0 

5 
2 



14» X^) Para nlSoieras reales a^ donde b 0^ d 0> 

b d ' 

entonces r(bd) « '--(bd). Propiedad multipllcativa de la 

° d .igtialdad 

(a.|-)(bd) - (c.^)(bd) Defiiiici6n de la divlsl6n 

(ad) (b»i) ■ (bc)(d«~) Propiedades asociatiya ycoranu- 

° tatiya de la multiplicaciSn 

(ad)*l « (bc)*l Pi'opiedad multipllcativa de 

los recxpjrocos 

ad » be Propiedad multipllcativa del 1 

(b) Para n<5m^Kos reales a^ b, c, d, donde ^ b 0, d ^ 0, 
c 5^ 0, 

4. ^ a b c b * * s 

entonces ^•t- ^^t- • Propiedad multiplicativa de la 

^ xgualdad 

^ = £k Teorema.9-5 ^ 

be dc ' 

ab « be Propiedad eonroutativa de la 

cb de multiplieaei6n 



1> « |,c Teorema 9-5 . ^ . 
c b d c 

« * Propiedad multiplicativa del 1 

Para niSmeros reales c, d, donde a ^ 0, b 0^ 

c 1^ 0, d ^vO, J- * ' 

a c * ✓ V V 

¥ " IT .» • ' ' ' 

entonces ^.M « §»|^ . Propiedad jnultiplicativs, de la 

igtaaldad ^ 

. V;a(:bd)- ^bd> xeoreiaa 9-5 ' ' 

b(ac) d(ac) . ^ 

. " • ■••,,"'*■•■ 

<^(ab) ^ b(cd) Propiedades af ociativa y con- 

c(ab) a(cdX mutativa de la nmltiplicaci6n 

, t * ■ • • 

d,^ „ b,dd Teorema '9-5. * 
• c ab a cd 

' $.1 « kti ^ ^ 1,^ si X ?i 0 

G a X - ^ 

A mt ^ Propiedad muLtiplicativa del 1 

c a , . 

b ^ d Si X ? entonces y » x# 

a c * 

Para n<imeros realea-^a, b,»Cj d, donde b ^ 0, d ^ 0,, 

si a ^ c * 
D a - 

entonces + 1 ^ + aditiva de la igiial- 

a.^ + ^ 4- d«^ D^finici6n de la divisi6n 

(a + b)^ » (c + d)i* Propifs^d dlstributiva * 

a -f b „ c ^ d Definici6ii de.la div4.si6n 



15. *i « ^ Teoriema 9-5 

be D Q > 



A 1 

a 
b 



^ 1, si x> b I* . 

Rropiedad multiplicativa del 1 



^ a b * 

16. *^a*a demostrar que el reclproco de ^ es ^, necesitamos 

probar que |L • ^ « ^ . ^ 

b a / , * 



a^b^« ab Teorema 9-5 

b a ba 



ab Propiedad conmutaj:iva ^de la 

ab multlplicacidn 



- 1 I ^ 1, si X 1^ 0 



JL 

Per lo tatito, ^ es el reclproco de 6 ^j- * b 



a 



*17# (a) Si, porque el producto de dos" nd^mbros cualesquiera del 
conjtinto es tin mierobro del conjunto. 
. (b) ' <-i)xj » -j; jx<-l) = -j. Por io tanto, 

(-I'i-xj.S jxC-1). 
* jx(-3) =« 1; (-j)xj = 1. * Por 1^ tanto, 

* (-l)x(-j) = j; (-j)x(-l) =1. Por lo ianto, 
. " ^ . V "(-l)^(-j)=(-j)x(-l>. 

(c) ((-1) X j) x. (-j) - (-j) X (.j) - n. 

. • • (-1) X (j X (-j^) » (-1) XI = -1 V . 

Por lo' tanto, ^-1) x j) x (-j) « (-1) x (j x (-j)) . ^ 

1 X ((-1) X j) - ^1 >^ (-j) -j. " • 

Por lo tanto, (l >♦ (-1^ x j ^ 1 x ((-1) x . 

(d) Si. 1x1=1. , • 

. . * ^ (-D^x t - -1. ^ • ' 

5^- . j X 1 = j. . 

(-j) X 1 = -j. - ; 



<e) I X 1 «• 1, Por lo tanto, l-es el reclproco de 1. 

(-1) X =• 1, Por lo •tanto, -1 es el reclproco de -J., 

j X ("j) " !• "Por lo tantp, -j es el reclproco gle j. 

(-j) x' j .= J., Por lo tanto, j es el reclproco de -1, 

) J X X « 1 ; . 

((-J) X j) X X J X 1 , ; . • 

X X ja 



El conjuntQ de valid^ es C-j3. 



(g) , De igml manera, el conjunto de validez es {-I}*, Multd- 

plica por j, puesto que j el reclproco de -j* - 

(h) El conjunto de validez es {1}» Puesto que j -1^ 
se multiplica ppr (*1) , el reclproco de (--1) ..: 

El conjimto de validez es ['•j)/ Puesto que j «jxj*»\ 
(-1) X j - j , se multiplica por j , el reclprocp de <-J) 



Simplifica: 


(a) 


-3 - 7 


(b) 


9-6 


<c) 


. - 


6 


(d)^ 


9 3 

< 


.(e) 


17-2 


<f) 


2tn,-3 




3 m 



Caplttilo 9 
Sugerencias para ex&nenes 

(g) 3(x+ 1) 



X - I 9(x + 1) 
fh\ I 3| . a I 



2a 

+ i , (j) (6x - 2) -.(3x+ 1) 



(k) 2Xm' ' 1) - (m - 1) 
rjl3 

V - 1 



* ^ ^ 309 



0 



. (la) (k ■ 1) ^ (k + .2 ) ^ 
. k - l 

X + 2 

(tl) 3 r. 

• " X + 2 ■ ■ * • 

,2 ■■'^ ; 

(o) 3y - 7x + 5 + 2x - y - x 
z -7xy 

(q) .<7x2<*- 3x ,+ 2) - (3x^ - x + 1) 

. (r) '3x - y 
2y^- 6x 

■ 3 . A • " 

(t) ^Tirr- 

(u) 3-^3 
2 1. 
t 3 " 3 ' 

. / 

' n + m 

2, Si Xj^ » 6 , y X2 = -3, determina: 

(a) Xj^ - X2 (c) 

(b) X2 - xj^ (d) 
3« Resuelve: 



^1 




^2 


■=^11 



(a) 1 + 1=10 . (d) ^ , 



1 « 3 
X 7 



8 

(c) |-^-3x ' ' • (f) f-f = 1 
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Detenolna los conjuntos^ de valldez los sigulentes: 
<as)^;y- 3 * 7 - y (d) 3jm),i - |mj + 12 

• (b) 17 + x.> -3 - X <e) > .10 ^ 

(c) |a + l» |a • ; (f) Y+V-'l ^ " 

5* ^Para qui mb^os e$ cl^to cada mo de Ids sigulent^s? 

(a) 0*x« Q V (d) ' ^ / 

(b) 0 « 3x ; <e) |x -.l|'< 0 

(c) -^^-O - 3 (f) 3x < 0 . • 

6# Si a > declda^ caso denser ppsible^ si los sigulantes Bqn 
positivos o negativos: 





a - b " 


(e) 


a 


y b , 


si ab < 0 




* * 

V - a 


'(f) 


a 


y i>» 


si 1 < 0 . 




(a - b)2 


. : (g) 




- ab 






'lb . a| 


(h) 




*»^ab 





7* iQu6 iriSmero debe ailadirse a 3a * 2b + c para Qbt&ier 
^ a - 6b - 3c.? ; ' ^ ^ 

8* jPor quS niinero debe multiplicarse^ para obtener 17at 
9* ^12 as 30% de quS numero? 

5 

10^ Si al ntsmerador de la>\fracci6n se le ailade siando 

positive, la'diferencia de los valor es de las fracciones es 4, 
% Determina el valor de x. . 

11^ La proporci6n entre antic ongelador y agvia en el radiador del 
iaUtomSvil de Jai^ae es ^2 Si hay 12 litres de la me^cla, 
^cu^ntos li^ros de anticongelador hay en ella? 

12« Roberto tiene 4 a5os m^s que David« LIl suma^de sus edades es 
manor que 24 « De aquf a dos aiioS) la suma de sus edades ser£ 
mayor que 2Q. i^ui edad ti^e cada uno de ellos? 
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